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บทท่ี 1 ตัวแปรพื้นฐานของกลศาสตรค์วอนตัม 2 
 
1.1 ธรรมชาติของอะตอม 

Quantum Mechanics หรือ กลศาสตร์ควอนตัม เป็นทฤษฎีทางฟิสิกส์เพื่ออธิบายพฤติกรรมของสสาร
ท่ีมีขนาดเล็กในระดับอะตอม สิ่งที่มีขนาดเล็กเช่นนี้ มีคุณสมบัติและพฤติกรรมที่แตกต่างจากสิ่งที่เราพบเห็น 
ในชีวิตประจำวันอย่างสิ้นเชิง วัตถุขนาดจิ๋วดังกล่าว จะมีสมบัติเป็น “อนุภาค” ก็ไม่ใช่ จะเป็น “คลื่น” ก็ไม่เชิง 

อิเล็กตรอนที่เราเคยคิดว่าเป็น “อนุภาค” เพราะเมื่อมีอิเล็กตรอน เพียง 1 อนุภาค จะปรากฏเป็นจุด 
1 จุดบนแผ่นฟิล์ม แต่เมื่อมีอิเล็กตรอนอยู่เป็นจำนวนมาก มันกลับมีสมบัติเป็น “คลื่น” คือ มีการแทรกสอด 
การหักเห และปรากฏบนแผ่นฟิล์มราวกับว่าเป็นคลื่นชนิดหนึ่ง 

โดยทั่วไปคลื่นแสง มีการเลี้ยวเบนผ่านเลนส์ จึงสามารถประยุกต์ใช้เป็นกล้องจุลทรรศน์ สมบัติความ
เป็นคลื่นของอิเล็กตรอนก็เช่นเดียวกัน เราสามารถนำมาสร้างเป็นกล้องจุลทรรศน์ที่มีกำลังขยายสูงมากเรียกว่า 
“กล้องจุลทรรศน์อิเล็กตรอน” 
 

 
 

ภาพ 1.1 ภาพถ่ายจากกล้องจลุทรรศน์อิเล็กตรอน ท่ีอาศัยสมบัติคล้ายคลื่นของอิเล็กตรอน 
เลี้ยวเบนผ่านเลนส์ชนดิพิเศษ ทำให้มีกำลังขยายสูงกว่ากล้องธรรมดาที่ใช้คลื่นแสง  
(ภาพจากงานวิจัยของผู้เขียน) 

 

 ธรรมชาติของสิ่งที่มขีนาดเล็กในระดับอะตอม ทีม่ีสมบตัิเป็นทั้งคลื่นและอนุภาคในขณะเดียวกันนี้เอง 
ได้สร้างความสงสัยให้กับนักฟิสิกสใ์นยุคนั้น เป็นอย่างมาก 
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ฟิสิกส์คงจะเป็นเรื่องที่น่าเบื่อ ถ้าสถานะของระบบที่เราต้องการศึกษานั้นหยุดนิ่งอยู่กับที่ และไม่มี
การเปลี่ยนแปลงใด ๆ เลย หากแต่ในความเป็นจริงแล้วกลศาสตร์ควอนตัมเต็มไปด้วยการเปลี่ยนแปลง  
จากสถานะหนึ่งไปยังอีกสถานะหนึ่งอย่างไม่หยุดนิ่ง 

ในบทที่ 1 ที่ได้กล่าวไปแล้วนั้น ก็เพื่อให้นักศึกษาสามารถที่จะอธิบายสถานะของระบบโดยใช้
ระเบียบวิธีของกลศาสตร์ควอนตัม หากแต่การที่เราสามารถอธิบายว่าระบบอยู่ในลักษณะอย่างไรนั้น ไม่เพียงพอ
ในการศึกษาฟิสิกส์ มีความจำเป็นที่จะต้องมีระเบียบแบบแผน ที่สามารถควบคุมหรือเปลี่ยนแปลงสถานะของ
ระบบนั้น ๆ ได้ด้วย ในบทที่ 2 นี้ เราจะมาเริ่มศึกษากลไกหรือกระบวนการที่ทำให้เกิดการเปลี่ยนแปลง 
จากสถานะเริ่มต้น ไปเป็นสถานะผลลัพธ์ หรือท่ีเรียกว่า Operator นั่นเอง 
 

2.1 Operator 
เมื่อครั้งศึกษากลศาสตร์ควอนตัมเบื้องต้น นักศึกษารู้จักกับคำว่า Operator ด้วยความเข้าใจที่ว่า 

มันมีความเชื่อมโยงกับกระบวนการวัดหรือการทดลองในทางฟิสิกส์  ยกตัวอย่างเช่น เราแทนกระบวนการวัด 
โมเมนตัมของระบบด้วยสิ่งที่เรียกว่า Momentum Operator หรือแทนกระบวนการวัดพลังงานจลน์ของระบบ
ด้วยสิ่งที่ เรียกว่า Kinetic Energy Operator ซึ่ง Operator ต่าง ๆ เหล่านี้  ก็จะมีรูปแบบทางคณิตศาสตร์  
ที่แตกต่างกันออกไป 

ถึงแม้ว่าคำนิยามของ Operator ดังที่กล่าวไว้ข้างต้น เป็นคำนิยามที่ถูกต้อง แต่มีความหมายที่แคบ
จนเกินไปและมีข้อจำกัดอยู่หลายประการ ดังนั้นในหัวข้อ 2.1 นี้ เราจะมาเริ่มทำความรู้จักกับ Operator  
ของกลศาสตร์ควอนตัมในความหมายที่กว้างมากขึ้น และในหัวข้อ 2.3 เราจึงจะตีกรอบของ Operator ให้แคบลง 
ซึ่งมีความหมายเฉพาะเจาะจงเกี่ยวกับกระบวนการวัด หรือ Measurement ในทางฟิสิกส์  

 

Operator คือ กลไกหรือกระบวนการที่ทำให้เกิดการเปลี่ยนแปลงจากสถานะเริ่มต้นไป 
เป็นสถานะผลลัพธ์ 

สมมุติว่าเราเตรียมอนุภาคหรืออิเล็กตรอนให้สปินของมัน ชี้ไปในทิศทางที่แทนด้วยสถานะ X+  
จากนั้น ไม่ว่าด้วยเหตุผลอะไรก็ตามแต่ เราต้องการที่ เปลี่ยนสถานะของอิเล็กตรอน ให้กลายเป็น Y+   
ดังในภาพ 2.1 
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เนื้อหา 
3.1 Orbital และ Spin Angular Momentum 
3.2 Commutation 

3.3 ˆ ˆ ˆ,x y zJ J i J  =   

3.4 Commuting Operator 
3.5 Eigenvalue ของ Angular Momentum 
3.6 สมบัติของ Operator 
3.7 Raising และ Lowering Operator 
3.8 m  และ 2  
3.9 ˆ ,J j m+  และ ˆ ,J j m−  
3.10 บทสรุป 
3.11 ปัญหาท้ายบท 
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ลักษณะการเคลื่อนที่ ที่สำคัญอันหนึ่งในทางฟิสิกส์ ก็คือการหมุน ปริมาณทางฟิสิกส์ที่ เราใช้  
ในการอธิบายพฤติกรรมของอนุภาคที่เกี่ยวข้องกับการหมุนนั้น เรียกว่า Angular Momentum 

 
ภาพ 3.1 Angular Momentum เป็นปริมาณทางฟิสิกส์ที่แสดงถึงการเคลื่อนที่แบบหมุน ในภาพ 

จะเห็นลูกข่างกำลังหมุน และภาพการ์ตูนของอิเล็กตรอน ท่ีกำลังหมุนรอบตัวเอง (ตีความ
โดยอนุโลมว่าเป็น Spin ของมัน) 

 
ในกลศาสตร์คลาสสิก โมเมนตัมเชิงมุม หรือ Angular Momentum เป็นปริมาณเวคเตอร์ ซ่ึงหากจะ

ตีความโดยอนุโลมแล้ว เวคเตอร์อันนี้ก็คือ แกนของการหมุน ดังแสดงในภาพ 3.1 ที่ลูกข่างกำลังหมุนตัวและ 
ถ้าพิจารณาทิศทางของการหมุนตามกฎมือขวา มันจะมีเวคเตอรโ์มเมนตัมเชิงมุม ชี้ขึ้นในแนวดิ่งนั่นเอง  

คำนิยามของ Angular Momentum อยู่ในรูปของ L r p=   นั่นก็หมายความว่าขนาดของมันขึ้นอยู่
กับความเร็วเชิงมุมขณะที่กำลังหมุน, มวลของวัตถุ, และรัศมีของการหมุน ยกตัวอย่างเช่น ถ้ามวล 1 kg ที่มีลักษณะ
เป็นทรงกลมซึ่งมีรัศมี 10 cm เมื่อหมุนด้วยความเร็วเป็น 10 รอบต่อวินาที จะมีโมเมนตัมเชิงมุมประมาณ 0.25 Js 

แต่ทว่าระบบอนุภาคในระดับอะตอม ซึ่งมีมวลขนาดเล็กมากและเคลื่อนที่อยู่แต่ในวงจำกัดภายใน
ระยะทางระหว่างอะตอมนั้น มีโมเมนตัมเชิงมุมที่ เมื่อเปรียบเทียบกับตัวอย่างข้างต้น เป็นค่าที่ เล็กมาก  
ยกตัวอย่างเช่น Spin Angular Momentum ของอิ เล็กตรอนที่กล่าวในบทที่  2 มีค่าเท่ากับ 2  หรือ 

340.5 10−  Js เปรียบเทียบกับ L = 0.25 Js ในกรณีของการหมุนของลูกทรงกลมข้างต้น 
นอกเหนือไปจากขนาดของ L ที่เล็กมาก ๆ โมเมนตัมเชิงมุมของอนุภาคในระดับอะตอมยังมี

คุณสมบัติที่น่าทึ่ง นั่นคือ แกนของการหมุน ตลอดจนความเร็วรอบในการหมุน มิใช่จะเป็นเท่าใดก็ได้สมบัติ 
เชิงการหมุนเหล่านี้ ไม่ใช่ปริมาณที่ต่อเนื่อง หากแต่มีค่าที่เป็นไปได้ลักษณะคล้ายกับขั้นบันได ในทำนองเดียวกัน
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วัตถุประสงค์หลักอันหนึ่งของการศึกษาฟิสิกส์  ก็คือความสามารถในการทำนายสิ่งที่จะเกิดขึ้น 
ในอนาคต หรือการศึกษาปริมาณทางฟิสิกส์ที่เปลี่ยนแปลงไปกับเวลา เพราะฉะนั้นในบทที่ 4 นี้ เราจะกล่าวถึง
ระเบียบวิธีในทางกลศาสตร์ควอนตัม ที่จะเป็นกลไกในการศึกษาว่าสถานะต่าง ๆ นั้น จะมีการเปลี่ยนแปลงไปกับ
เวลาอย่างไร 
 

4.1 Time Evolution Operator 
สมมุติว่าเราทราบข้อมูลเกี่ยวกับสถานะของระบบ ณ เวลา 0t =  ซึ่งอาจจะเขียนให้เป็นสัญลักษณ์

โดยใช้ Ket ได้ว่า ( 0)t =  จากนั้น ด้วยระเบียบวิธีของกลศาสตร์ควอนตัม  ที่ ได้กล่าวถึงในบทที่  2  
เราสามารถจินตนาการได้ว่า มี Operator ซึ่งอาจจะแทนด้วยสัญลักษณ์ ˆ ( )U t  โดยที่ Operator ดังกล่าวนี้ 
สามารถที่เปลี่ยนสถานะ Ket ณ เวลา t=0  ให้กลายเป็นสถานะ Ket ณ เวลา t หรือเขียนในรูปของสมการได้ว่า 

 
ˆ ( ) ( 0) ( )U t t t = =  ________________(4.1) 

 
ถึงแม้ว่าในขณะนี้  เรายังไม่ทราบว่า Operator ˆ ( )U t  ดังกล่าวนี้  มีรูปแบบหรือเอกลักษณ์  

ในทางคณิตศาสตร์เป็นอย่างไร แต่ด้วยคำนิยามในสมการ (4.1) นั้น เราเรียก ˆ ( )U t  ว่าเป็น Time Evolution 
Operator แปลว่า Operator ที่ทำให้สถานะของระบบ เปลี่ยนไปกับเวลานั่นเอง 

ในทำนองเดียวกันกับการศึกษา Rotation Operator ในบทที่ 2 ซึ่งเริ่มด้วยศึกษาการหมุนที่เป็น 
มุม เล็ ก  ๆ  รอบแกน z หรือที่ เราใช้ สัญ ลักษณ์  ˆ ( )R d k  Time Evolution Operator ก็ เช่น เดี ยวกัน  
เราสามารถเริ่มด้วยการพิจารณา 

 
ˆ ( ) ( 0) ( )U dt t dt = =  ________________(4.2) 

 
สมการ (4.2) แสดงถึงมุมมองที่ว่า Û  เป็น Operator ที่ทำการเปลี่ยนสถานะ Ket เริ่มต้น ให้เป็น

สถานะผลลัพธ์ภายหลังจากเวลาผ่านไปเพียง dt เท่านั้น และในลักษณะเดียวกันกับ Infinitesimal Rotation 

Operator ดังสมการ (2.122) ที่ว่า ˆ ˆ( ) 1 z
iR d J d = −k  เราก็สามารถเขียน 

 

ˆ ˆ( ) 1 iU dt H dt= − ________________(4.3) 
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5.1 Hyperfine Splitting  

ในเนื้อหาของกลศาสตร์ควอนตัมเบื้องต้น เราคุ้นเคยเป็นอย่างดีกับการศึกษาระบบของอะตอม
ไฮโดรเจน ซึ่งอิเล็กตรอนมีอันตรกิริยากับโปรตอน ในลักษณะของแรงดึงดูดเชิงไฟฟ้าสถิต 

 
ภาพ 5.1 แสดง Spin-Spin Interaction ระหว่างอนุภาคอิ เล็กตรอนและโปรตอนที่อยู่

ใกล้เคียงกันภายในอะตอมของไฮโดรเจน 
 

นอกจากนี้ ยังมีอันตรกิริยาอีกประเภทหนึ่งที่เกิดจาก Magnetic Moment ของอนุภาคทั้งสอง  
ซึ่งมีชื่อเรียกโดยทั่วไปว่า Hyperfine Interaction ทั้งนี้ เนื่องจากอิเล็กตรอนและโปรตอนต่างก็เป็นอนุภาคที่มี 

Spin 1
2

s =  ทำให้มี Magnetic Moment เป็นของตัวเอง และเมื่ออยู่ในบริเวณใกล้เคียงกันภายในอะตอม 

จึงมีอันตรกิริยาระหว่างกันคล้ายกับแท่งแม่เหล็กสองแท่ง ดังในภาพ 5.1 ซึ่งในกรณีดังกล่าว เราสามารถเขียน 
Hamiltonian ได้ว่า 

 

1 22
2 ˆ ˆˆ AH S S=  ____________________________(5.1) 

 

สมการ (5.1) แสดงให้เห็นว่าพลังงานของระบบขึ้นอยู่กับ 1 2
ˆ ˆS S  ซึ่งก็คือมุมระหว่าง Spin ของ 

อนุภาคทั้งสอง ในภาพ 5.1 (ขวา) เราใช้ทิศทางของแม่เหล็กสองแท่งเพื่อเปรียบเทียบให้เห็นภาพพจน์ของ 
อันตรกิริยาดังกล่าว นอกจากนี้ พลังงานของระบบยังจะต้องขึ้นอยู่กับปัจจัยอื่น ๆ เช่น ระยะห่างระหว่างอนุภาค
ทั้งสอง และ Magnetic Moment ของอนุภาคคู่กรณี เป็นต้น 
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ic  ก็คือ Probability Amplitude ที่ระบบจะอยูในสถานะ i  ในระบบที่มีความตอเน่ืองเชนน้ี ก็สามารถ

เขียนไดวา 

( )x x   ________________(6.4) 

 

สมการ (6.4) น้ีเองคือคำนิยามของ Wave Function ท่ีนักศึกษาคุนเคยเปนอยางดีในเน้ือหาของ

กลศาสตรควอนตัมเบื้องตน โดยที่ความหมายของ Wave Function ดังกลาวน้ัน เก่ียวของกับความนาจะเปน 

ที่จะพบอนุภาค 

 

2( )x dx  ความนาจะเปนที่จะพบอนุภาคอยูภายในบริเวณ x x dx   

 

นอกจากน้ีในบทที่ 2 เรายังไดกลาวถึงการเขียน Operator ใหอยูในรูปของ Ket-Bra ซ่ึงปรากฏใน

สมการ (2.23) ดังตอไปน้ี 

 

1 1

ˆ
N N

ij i j
i j

O o  
 

   เม่ือ  i  คือ Basis State 

 

เม่ือเทียบเคียงการใช Integral ในสมการ (6.3) เราสามารถเขียน Operator ใหอยูในรูป 

 

ˆ ( , )O dxdx o x x x x    ________________(6.5) 

 

จากสมการขางตนจะพบวา Double Summation ไดถูกเปล่ียนใหเปน Double Integral และ 

สัมประสิทธ์ิ ijo  ไดถูกเปล่ียนใหเปนฟงกชัน ( , )o x x  และจากแบบฝกหัด 2.5 เราสามารถเขียน ( , )o x x  

ซ่ึงเปนฟงกชันของ x  และ x  ไดวา 

 

ˆ( , )o x x x O x  ________________(6.6) 

 

แบบฝกหัด 6.1 

จงใช Identity Operator ในบทที่ 2 เพื่อแสดงใหเห็นวา 

192 

 

6.1 Wave Function และ Position Eigenstate  

ระบบตาง ๆ ที่ เราไดกลาวถึงในบทท่ีผานมา ลวนแตเปนระบบท่ีมี Basis State เปนสถานะ 

ที่ไมตอเน่ือง ยกตัวอยางเชน Spin ของอิเล็กตรอนที่มีคาไดเพียง 
2


  หรือ 

2

  และจากกลไกของกลศาสตร

ควอนตัม อาทิ Matrix Mechanics, Expectation Value, หรือ Time Evolution Operator ทำใหเราสามารถ

วิเคราะหระบบที่ไมตอเน่ืองเหลาน้ีไดในหลายแงมุม ทั้งในแงของพลังงาน หรือแมกระทั่งการเปล่ียนแปลงไปตาม

เวลาของระบบที่เรากำลังพิจารณา อยางไรก็ตามมีระบบในทางฟสิกสอยูจำนวนมากที่มี Basis State เปนสถานะ

ที่ตอเน่ือง ยกตัวอยางเชนอิเล็กตรอนที่ถูกขังอยูในบอพลังงานศักยดังที่ไดเกริ่นมาแลวในหัวขอ 1.5 

 

ให   แทนสถานะของอิเล็กตรอนในระบบ________________(6.1) 

 

และในเม่ืออิเล็กตรอนดังกลาวสามารถท่ีจะอยู ณ ตำแหนงใด ๆ ก็ไดภายในกลอง เราจึงให Basis 

State เปนเซตของตำแหนงตาง ๆ ซ่ึงเขียนไดโดยสัญลักษณ 

 

ให x  แทนสถานะของอิเล็กตรอนที่อยู ณ ตำแหนง x ใด ๆ________________(6.2) 

 

จะเห็นวา เซตของ Basis State ขางตนเปนคาที่ตอเน่ือง และมีจำนวนสมาชิกของเซตเปนอนันต 

ดวยเหตุ น้ีเองเม่ือเราเขียนสถานะ   ของระบบใหอยูในรูปของ Superposition ของ Basis State x  

จึงมีความจำเปนจะตองเขียนอยูในลักษณะของการอินทิเกรต ดังตอไปน้ี 

 

( )dx x x   ________________(6.3) 

 

โดยนัยสำคัญแลว สมการขางตนมิไดตางจากสมการ (2.22) หากแตซัมเมชั่น 
1

N

i
  ไดถูกเปล่ียน 

ใหอยูในรูปของการอินทิเกรต dx  ในขณะเดียวกัน เซตของสัมประสิทธ์ิ ic  ที่ปรากฏในสมการ (2.22)  

ซ่ึงเปนคาเฉพาะที่ผูกติดอยูกับ Basis State i  น้ัน ๆ ก็ไดถูกเปล่ียนใหเปนฟงกชัน ( )x  ซ่ึงเปนฟงกชันของ 

x เพราะเปนสัมประสิทธ์ิที่ผูกติดกับ Basis State x  น่ันเอง และในทำนองเดียวกันท่ีเราสามารถตีความไดวา 
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7.1 บทนำ 

ในบทที่ผานมา เราไดศึกษาระบบใน 1 มิติโดยใชกลศาสตรควอนตัม ซ่ึงก็มีลักษณะของพลังงานศักย 

( )V x  แตกตางกันออกไป เชน Free Particle ( ) 0V x  , บอพลังงานศักย, และกำแพงศักย เปนตน ในบทที่ 7 

น้ี เราจะใชเวลาทั้งหมดกับการศึกษาพลังงานศักยแบบซิมเปลฮารมอนิกใน 1 มิติ (Harmonic Potential)  

ดังแสดงในภาพ 7.1a ซ่ึงมีรูปแบบทางคณิตศาสตรเปนฟงกชันแบบพาราโบลา กลาวคือ  

 

21( )
2

V x kx __________________________(7.1) 

 

ในวิชากลศาสตรคลาสสิก หรือกลศาสตรนิวตัน บอพลังงานศักยรูปทรงพาราโบลา ในสมการ (7.1) 

มักจะเปนโมเดลที่ใชแทนการเคล่ือนที่ของมวลที่ผูกติดอยูกับสปริง โดยที่คาคงที่ k  ซ่ึงปรากฏอยูในสมการ

ดังกลาว ส่ือความหมายถึงความแข็งของสปริงน้ัน ๆ แนนอนวาการเคล่ือนท่ีของมวลเม่ือผูกติดกับสปริงจะมี

ลักษณะของการส่ัน หรือที่เรียกวา Oscillation และการส่ันน้ีเองโดยทั่วไปจะมีความถี่เชิงมุมเทากับ ω  rad/sec

ซ่ึงมีความสัมพันธกับความแข็งของสปริงและมวลที่กำลังเคล่ือนที่คือ k m   ดวยเหตุน้ี ในบางครั้งเรา

อาจจะเขียนพลังงานศักย ( )V x  ในสมการ (7.1) ใหอยูในรูปของ 

 

2 21( ) ω
2

V x m x ________________________(7.2) 

 

การเค ล่ือนที่  ซ่ึงมี ลักษณะเปนการส่ันสลับ กันไปมา มิไดจำกัดอยูแต เพียงระบบที่ มีสปริง 

เปนองคประกอบ ยกตัวอยางเชน การส่ันของ Pendulum รอบ ๆ จุดสมดุล เพราะฉะน้ัน การเขียนฟงกชันของ

พลังงานศักยดังในสมการ (7.2) มีประโยชนคือมันส่ือความหมายครอบคลุมไดกวางขวางกวาในสมการ (7.1) 

ซ่ึงผูกติดอยูกับระบบที่มีสปริงเพียงเทาน้ัน 
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บทท่ี 8 Central Potential 292 

 

8.1 บทนำ 

ระบบทางฟสิกสจำนวนไมนอย ที่อยูภายใตอิทธิพลของพลังงานศักยซ่ึงมีความสมมาตรในแนวรัศมี

ยกตัวอยางเชน อะตอมซ่ึงประกอบดวยอิเล็กตรอนและนิวเคลียส โดยท่ีอิเล็กตรอนจะอยูภายใตอิทธิพลของแรงคู

ลอมบระหวางประจุลบของตัวมัน และประจุบวกของโปรตอนที่อยูในนิวเคลียส หรือเขียนใหอยูในรูปของสมการไดวา 

 

2

0
( )

4
e ZV r

r
   (SI Unit)________________(8.1) 

 

เม่ือ Z  คือ Atomic Number ของนิวเคลียส ซ่ึงแสดงถึงจำนวนของโปรตอนที่บรรจุอยูภายใน 

และ r  คือระยะทางระหวางอิเล็กตรอนและนิวเคลียส โดยที่เรากำหนดใหนิวเคลียสของอะตอมอยู ณ จุดกำเนิด

พอดี จากสมการ (8.1) จะเห็นวาพลังงานศักยดังกลาวขึ้นอยูกับระยะทางของอนุภาคจากจุดกำเนิดเพียงเทาน้ัน

เราเรียกระบบที่อยูภายใตอิทธิพลของพลังงานศักยเชนน้ีวา Central Potential และจะเปนประเด็นหลักของ

เน้ือหาในบทน้ี 

 

Central Potential ( ) ( )V V rr ________________(8.2) 

 

ซ่ึงจะสงผลให Hamiltonian Operator ของระบบอยูในรูปของ 

 

2ˆˆ ( )
2
pH V r
m

  ________________(8.3) 

 

เน่ืองจากสสารทุกชนิดที่เราพบเห็น ลวนประกอบดวยอะตอมทั้งส้ิน การที่เราสามารถนำกลศาสตร

ควอนตัมมาใชในการวิเคราะหใหเห็นถึงพฤติกรรมในแงตาง ๆ ของอะตอม จึงมีความสำคัญยิ่ง และจะเปน

พื้นฐานที่จำเปนในการศึกษาระบบที่ซับซอนมากขึ้น เชน โมเลกุล, ผลึก, หรือสมบัติของวัสดุ เปนตน 

ขอมูลชิ้นสำคัญที่ไดจากการคำนวณโดยอาศัยกลศาสตรควอนตัม นอกจากระดับพลังงานของโมเลกุลแลว 

ก็คือการกระจายตัวของกลุมหมอกอิเล็กตรอน เน่ืองจากความกาวหนาทางวิทยาการคอมพิวเตอร ประกอบกับ

งานวิจัยเชิงทฤษฎีในดาน Quantum Chemistry ทำใหนักวิทยาศาสตรสามารถที่จะนำสมการ Schrödinger 

มาศึกษาโมเลกุลขนาดใหญขึ้น ซ่ึงผลลัพธที่ได ก็คือความนาจะเปนที่จะพบอิเล็กตรอน ณ ตำแหนงตาง ๆ หรือที่

เรียกวา กลุมหมอกอิเล็กตรอนน่ันเอง 
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บทท่ี 9 Time Independent Perturbation 368 

 

9.1 บทนำ  

เน้ือหาในทุก ๆ กรณีที่ผานมา ถึงแมบางครั้งจะเปนไปดวยความยากลำบากอยูบาง แตก็สามารถนำ

กระบวนการทางคณิตศาสตรเขามาทำการวิเคราะหหา Eigen Energy และ Eigenstate ของระบบไดอยางแมนยำ 

ยกตัวอยางเชน Precession ของ Spin, Finite Potential Well, Harmonic Potential, หรือแมกระทั่ง Central 

Potential ใน 3 มิติ 

วิธีในการคำนวณระดับพลังงานของระบบท่ีแตกตางกันเหลาน้ี ก็มีกลไกที่คลายคลึงกัน กลาวคือ 

กำหนด Hamiltonian ของระบบ จากน้ันสรางสมการ Eigen 

 

ˆ
n n nH E   

 

ผลเฉลยของสมการขางตน ก็คือเซตของ Eigen Energy  nE  และ Eigenstate  n ของระบบ

ที่เรากำลังศึกษาน่ันเอง อยางไรก็ตาม ในความเปนจริงน้ัน ระบบในทางฟสิกสมีความซับซอนและมีปจจัยอ่ืน ๆ 

ที่จะมีผลกระทบตอระบบที่เรากำลังพิจารณา ยกตัวอยางเชน  

 

Quantum Well ภายใตสนามไฟฟา 

ในการศึกษา Quantum Well เราใช Finite Square Well ใน 1 มิติ เพื่อเปนโมเดลอยางงาย 

ในการวิเคราะหหาระดับพลังงาน ตลอดจน Probability Amplitude ของระบบ ในคราวน้ีสมมุติวาเราตอ

แบตเตอรี่เขากับขั้วทั้งสองขางของ Quantum Well ทำใหเกิดสนามไฟฟา E


  

 

GaAlAs GaAs

x

2a

สนามไฟฟ้าภายนอก ที�ป้อนให้ Quantum Well

E


โมเดลในการศึกษา

x

บ่อพลังงานศักย์

2a

( )V x
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บทท่ี 10 Density Functional Theory 426 
 

10.1 บทนำ  
ในหลายบทที่ผ่านมาเราได้เห็นการนำควอนตัมมาประยุกต์ใช้กับวิทยาศาสตร์สาขาต่าง  ๆ เช่น  

สาขาดาราศาสตร์ ที่ ใช้ Hyperfine Interaction ในการค้นพบรูปร่างก้นหอยของกาแลกซีทางช้างเผือก  
สาขาการแพทย์ที่ใช้ Magnetic Resonance ในการถ่ายภาพ MRI ในบทน้ี เราจะได้ศึกษาทฤษฎี DFT ซ่ึงเป็น
การนำควอนตัมมาประยุกต์ใช้กับสาขาฟิสิกส์ของสสารควบแน่น เคมี และวัสดุศาสตร์  

ในช่วงแรกที่  Schrödinger เสนอสมการของเขาในปี ค.ศ. 1926 ที่ใช้ฟังก์ชันคลื่น ( , , )r    
เป็นปริมาณพื้นฐานในการคำนวณ และประสบความสำเร็จอย่างงดงามในการหาระดับพลังงานของไฮโดรเจน 
อย่างที่เราได้ศึกษามาแล้วในบทที่  8 Central Potential แต่ด้วยความที่ฟังก์ชันคลื่น เป็นจำนวนเชิงซ้อน 

การตีความทางฟิสิกส์โดยตรงจึงกระทำไม่ได้ จำต้องอาศัยการยกกำลังสองสัมบูรณ์ หรือ 2( )r  จึงจะตีความได้ว่า 

คือ ความน่าจะเป็น(ต่อหน่ึงหน่วยปริมาตร)ที่จะพบอิเล็กตรอนในบริเวณน้ัน ๆ ในอีกมุมหน่ึง 2( )r  ก็คือ 
ความหนาแน่น ( )r  ของกลุ่มหมอกอิเล็กตรอนน่ันเอง 

สมการ Schrödinger แม้ได้รับการยอมรับโดยดุสดีในทางทฤษฎี แต่ในทางปฏิบัติ ยากที่จะนำมาใช้
กับระบบหลายอิเล็กตรอน ยกตัวอย่างเช่นอะตอมฮีเลียมซ่ึงมี 2 อิเล็กตรอนที่เราได้เกริ่นไปแล้วในบทที่ผ่านมา 
(หัวข้อ 9.2 Applications) จากภาพ 9.3 จะเห็นว่า สมการ Schrödinger อยู่ในรูป 

 
2 2 2 2 2

2 2
1 2 1 2 1 2

0 1 0 2 0 1 2

1 ( , ) ( , )
2 4 2 4 4

e Z e Z e r r E r r
m r m r r r

 
  

 
−  − −  − + = 

−  
 

___________________(10.1) 
 

ซ่ึงมีความซับซ้อนสูงมาก เราไม่สามารถแก้หาผลเฉลยของสมการข้างต้นได้โดยตรง ต้องใช้การประมาณ
แบบ Perturbation Theory ซ่ึงให้ค่าพลังงานสถานะพื้นของอะตอมฮีเลียม คลาดเคลื่อนจากการทดลองไป
ประมาณ 5% ดังในบทที่ผ่านมา 

ในความเป็นจริงแล้ว กว่า 90 ปีที่ผ่านมา จากวันที่กลศาสตร์ควอนตัมถือกำเนิดขึ้น ยังไม่มีใคร
สามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห์  (แม่นตรง , หรือ Exact Solution) ของอะตอมฮี เลียมออกมาได้ เลย 
ความซับซ้อนทางคณิตศาสตร์ เกิดจากการที่ระบบมีตัวแปรเป็นจำนวนมาก เพราะเม่ือมี 2 อิเล็กตรอน 
ฟังก์ชันคลื่นจึงขึ้นอยู่ กับตัวแปร  1 2,r r  หรือ 1 2( , )r r =  และเม่ือขยายออกมาทั้ ง 3 แกนจึงได้ ว่า 

1 1 1 2 2 2( , , , , , )x y z x y z =  มีถึง 6 ตัวแปร! ด้วยกัน 
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11 สมการชาชิโย  

เน้ือหา 

11.1 พลังงาน Correlation กรณีพิเศษ 

11.2 พลังงาน Correlation กรณีทั่วไป 

11.3 พลังงาน Exchange  

11.4 บทสรุป 

11.5 ปญหาทายบท 
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จากที่ไดอธิบายประโยชน และอิทธิพลทางวิชาการในวงกวางของสมการชาชิโย ตอสาขา Density 

Functional Theory ไปแลวน้ัน ในบทน้ีจะเจาะลึกไปที่ตรรกะทางคณิตศาสตรที่ใชสรางสมการ ซ่ึงสามารถ

อธิบายธรรมชาติของอิเล็กตรอนในสสารทั่ วไป ไดอยางแมนยำ (Chachiyo, 2016; Chachiyo, 2020a; 

Chachiyo, 2020b) โดยจะใชหนวย Atomic Unit ในการบรรยาย 

สมการชาชิโย ประกอบดวย 3 สวน ที่อธิบายพลังงาน Exchange และ Correlation ของระบบ

หลายอิเล็กตรอน สวนแรกตีพิมพในป ค.ศ. 2016 คือ กรณีพิเศษที่อิเล็กตรอนมีความหนาแนนคงที่ สวนที่สอง

ตีพิมพในป ค.ศ. 2020 โดย T. Chachiyo และ H. Chachiyo คือ พลังงาน Correlation กรณีทั่วไป และ

พลังงาน Exchange กรณีทั่วไป ในปเดียวกัน เม่ือผนวกทั้งสามสวน จึงเกิดเปนสมการที่คำนวณพลังงานรวมของ

อิเล็กตรอนไดโดยสมบูรณ  

 

2 23 ln( 1)2 21 1
total ext2 2 2(3 ) ln( 1)

ˆ ˆ (1 )x x h c
n J x c n

x xn
E v v t 


    

 
         

________________(11.1) 

 

เพื่อไมใหซ้ำซอนกับเน้ือหาที่ไดถูกตีพิมพไปแลว เราจะเนนไปท่ีการขยายความประเด็นทางฟสิกส 

ที่สำคัญ ๆ ซ่ึงจะไดอธิบายในรายละเอียด ดังน้ี 

 

11.1 พลังงาน Correlation กรณีพิเศษ  

 

2ln 1c
s s

b ba
r r


 

    
 

________________(11.2) 

 

ขางตนคือพลังงาน Correlation ของกาซอิเล็กตรอนแบบมีอันตรกิริยา ที่ความหนาแนนคงที่ 

พารามิเตอร  1 31
0

3 4s ar   (ไมมีหนวย, Gell-Mann 1957) แสดงถึงรัศมีของทรงกลมที่มีอิเล็กตรอน  

1 ตัวบรรจุอยู หาก sr  มีคาสูง แปลวาอิเล็กตรอนแตละตัว อยูหางกันมาก หาก sr  มีคานอยแสดงวาอิเล็กตรอน

กระจุกตัวอยูใกลกัน กรณีอิเล็กตรอนเขาคูสปนทั้งหมด หรือ Paramagnetic คาคงที่    2ln 2 1 2a     

และ  20.4562557b   ซ่ึ ง อันที่ จริ ง มี รูป เชิ ง วิ เคราะห   expb C a  เม่ื อ  31
6 24

ln 2 Zeta(3)C


   
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Associate Laguerre Equ.,    353  
Associate Legendre Equ.,    337 
Adjoint Matrix,     49 
Adjoint Operator,    104 
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Angular Momentum,    89 
 Eigenvalue,    102 
 Operator ˆ
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 Operator 2Ĵ     103 
 Raising and Lowering,    108 
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Atomic Unit,   428 
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Balmer Series,   344 
Basis State,    37 
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C 
Central Potential,    291 
 Degeneracy,   324 

 Eigenstate,   312 
 Radial Equation,  323 
Clebsch-Gordan Coefficient,    178 
Chachiyo Functional, 436, 493 
 Correlation,    498 
 Exchange,    500 
Chachiyo-Karasiev correlation, 489 
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Commuting Operator,    101 
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 ˆ ˆ ˆ,x y zJ J i J  =  ,    94 
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Conjugate Transpose,    48 
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Eigenvector,    50 
Energy Minimization,   443 
EPR Paradox,    173 
Exchange Energy,   461 
Expectation Value,    67 
 

F 
Free Particle,    208 
Finite Square Well,    229 
Fine Structure,   413 
Funtional,   438 
 

G 
Gaussian Wave Packet,    208 
Generator of Rotation,    83 
Generator of Translation,    197 
 

H 
Hamiltonian Operator,    128 
Hartree-Fock Exchange,    477 
Hartree Product,   464 
Hermitian Matrix,    49 
Hermitian Operator,    107 
Harmonic Potential,    252 
 Raising Operator,    260 
 Lowering Operator, 260 

 Eigen Energy,    255 
 Eigenstate,    257 
 Wave Function,   264 
 QM vs CM,   269 
Hidden Variables Theory,    176 
Heisenberg Uncertainty,    218 
Hooke Atom,   465 
Hyperfine Splitting,    160 
Hydrogen Atom,    344 
 Wave Function, 353 
Helium Atom,    385 
 

I 
Identity Operator,    42 
Infinite Square Well,    8 
Infinite Sphericl Well,   326 
Infinitesimal Rotation,    77 
 

K 
Ket,    3 
Ket-Bra,    34 
Kohn-Sham Energy,   435 
 

L 
Larmor Frequency,    134 
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M 
Magnetic Moment,    14 
Magnetic Resonance,    139 
Maser,   153 
Matrix,    45 
Matrix Mechanics,    45 
Momentum Operator,   203, 295 
Momentum Space,    214 
Muon and Anti-Muon,    174 
 

N 
Nuclear Magic Number,   325 
Nucleon,   325 
Nucleous with Finite Size,   381 
 

O 
Observable,    59 
Operator,    31, 57 
Orbital Angular Momentum, 91, 94 
 

P 
Pauli Spin Matrix,    63 
Permutation Symbol,    304 
Perturbation Theory,   367 
 Non-Degenerate,    372 
 Degenerate,   389 

Phase,    73 
Planewave Model,    236 
Postulate,    59 
Position Eigenstate,   192 
Position Operator,    295 
Position Space,   214 
Precession of Spin,    131 
Probability,    7 
Probability Amplitude,    4 
 

Q 
Quantum Monte Carlo,   486 
 

R 
Rabi Formula,    144 
Relativistic Correction,   397 
Rotation Operator,    77, 96 
Rydberg Constant,   352 
 

S 
Scattering,    235 
Schrödinger Equation,  10, 128, 222 
 in Position Space,    222 
 in Momentum Space, 225 
Simultaneous Observable,   311 
Slater Determinant,   466 
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Specific Heat,   280 
Spherical Bessel Equation,   327 
Spherical Neuman Function,   328 
Spherical Harmonic,    39, 340 
Spin,    13, 60 
Spin Angular Momentum,    91 
Spin Operator,    60 
Spin-Orbit Coupling,   402 
Spin-Orbital,   471 
Square Well Potential,    229 
State,    2, 54 
Stark Effect,    393 
Stern-Gerlach,    13 
Superposition,    23 
 

T 
Taylor Expansion,    38 
TCUP,   490 
Time Evolution Operator,    125 
Thomas-Fermi Model,   432 
Translation Operator,    197, 296 
Trial Wave Function,   444 
 

U 
Uncertainty,    67 
Unitary Operator,    107 
 

V 
Variational Principle,   444 
Vector,    45 
 

W 
Wave Function,    9, 191 
 

Z 
Zeeman Effect,   416 
 
 
 
 
 
 
  



	 ฟัังก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไปเป็็นฟัังก์์ชัันค่่า

จำำ�นวนเชิิงซ้้อนบนปริิภููมิิเมทริิกซ์์จััตุุรััส (ภาคขยายของ

ฟัังก์์ชัันดีีเทอร์์มิิแนนต์์) ซึ่ �งถููกนิยามไว้้ในปีีคริิสต์์ศัักราช 

1918 โดยนัักคณิิตศาสตร์์ชาวรััสเซีียนามว่่า อิ สไซ ชู ร์์  

หลัังจากนั้้�นฟัังก์์ชัันนี้้�ได้้ถููกศึึกษาอย่่างกว้้างขวาง ทั้้ �งทาง

ทฤษฎีีและทางการประยุุกต์ หนัังสืือเล่่มนี้้� มุ่่�งเน้้นอธิิบาย

ถึึงสมบัติัิต่่าง ๆ  ของฟัังก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไป โดยแสดง

ให้้เห็็นถึึงเทคนิคการพิิสููจน์ที่่�น่่าสนใจ รวมถึึงการนำำ�สมบััติิ

ที่่�ได้้ไปประยุุกต์ใช้้ในพีีชคณิิตเชิิงหลายเส้้น ทฤษฎีีเมทริิกซ์์ 

ทฤษฎีีการไม่่แปรผััน และทฤษฎีีกราฟ อี ีกทั้้�งได้้เสนอ

ข้้อความ ค าดการณ์์ และปััญหาปลายเปิิดที่่�เกี่่�ยวข้้องกัับ

ฟัังก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไปไว้้อย่่างหลากหลาย เพื่่�อให้้ 

ผู้้�อ่านนำำ�ไปวิิจััยต่่อยอดต่อไป

300
บาท

ผู้แต่ง: รศ. ดร.กิจติ รอดเทศ

ฟังก์ชันเมทริกซ์วางนัยทั่วไป

	 ทฤษฎีีสนามควอนตััม คื อ กร อบของทฤษฎีีที่่�

อธิิบายสนามที่่�มีีสมบััติิทางควอนตััม โดยที่่�สนามคืือฟัังก์์ชััน

ของตำำ�แหน่่งในกาลอวกาศ  หนัังสืือเล่่มนี้้�เขีียนขึ้้�นเพื่่�อ 

อธิิบายหลัักการ  แนวคิิด  และการคำำ�นวณในทฤษฎีีสนาม 

ควอนตััม โดยเน้้นอภิิปรายประเด็็นของการนำำ�ทฤษฎีีสนาม 

ควอนตััมไปอธิิบายหััวข้้อที่่�เกี่่�ยวข้้องกัับฟิิสิิกส์อนุุภาค โดยมีี 

ประเด็็นหลััก  ได้้แก่่ ค วามรู้้�เบื้้�องต้้นที่่�เป็็นพื้้�นฐานสำำ�หรัับ 

การศึึกษาทฤษฎีีสนามควอนตััม ก ารวิเคราะห์์สนามอิิสระ  

การวิเคราะห์์ทฤษฎีีสนามสเกลาร์์ที่่�มีีอัันตรกิริิยาในตััว  

การวิเคราะห์์พลศาสตร์ไฟฟ้าเชิิงควอนตััมรวมทั้้�งตััวอย่่าง

ทิิศทางการพัฒนาของเนื้้�อหาที่่�นอกเหนืือจากที่่�อภิิปรายใน

ส่่วนหลััก  หนัังสืือเล่่มนี้้�เหมาะสำำ�หรัับผู้้�สอนระดัับบััณฑิิต

ศึึกษา หรืือการศึึกษาค้้นคว้าด้้วยตนเอง เนื่่�องจากอธิิบาย

แนวคิิด ก ารวิเคราะห์์ และวิิธีีการคำำ�นวณโดยละเอีียด  

รวมทั้้�ง มี การวิิจารณ์์ประเด็็นที่่�สำำ�คัญและสรุุปท้้ายบท  

เพื่่�อให้้ผู้้�อ่านตรวจสอบความเข้้าใจ และทราบความเชื่่�อมโยง

เบื้้�องต้้นกัับเนื้้�อหาอื่่�น นอกจากนี้้� หนัังสืือเล่่มนี้้�ยัังมีีโจทย์์

ปััญหาและเฉลย เพื่่�อให้้ผู้้�อ่านได้้เสริิมความเข้้าใจในเนื้้�อหา

ผู้แต่ง: ผศ. ดร.พิเชฐ วณิชชาพงศ์เจริญ

ทฤษฎีสนามควอนตัม

บาท

800
บาท
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	 ตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์ (Mathematical model) 

คืือ ตัวแทนสถานการณ์ หรืือโจทย์์ปััญหาต่่าง ๆ ที่่�ต้้องการ

หาคำำ�ตอบซ่ึ่�งเขีียนในรููปแบบสััญลัักษณ์์ทางคณิิตศาสตร์ 

ฟัังก์์ชัันหรืือสมการทางคณิิตศาสตร์์ ทั้้ �งนี้้�เพื่่�อให้้เกิิดความ

เข้้าใจในสถานการณ์หรืือปััญหานั้้�น ๆ ทั้้ �งเชิิงปริิมาณและ 

เชิิงคุุณภาพมากขึ้้�น และเพื่่�อทำำ�นายพฤติิกรรมหรืือกลไก 

ทางพลศาสตร์ของสถานการณ์นั้้�น ๆ  โดยในหนัังสืือเล่่มนี้้�จะ

เน้้นที่่� ตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์์ที่่� เกี่่�ยวข้้องกัับสมการ 

เชิิงอนุุพัันธ์์

	 หนัังสืือเล่่มนี้้� เหมาะสำำ�หรัับผู้้�ที่่� เริ่่�มต้้นศึึกษา 

และสนใจ  ในเรื่่�องการประยุุกต์ใช้้สมการเชิิงอนุุพัันธ์์และ 

การสร้้างตััวแบบเชิิงคณิิตศาสตร์ โดยใช้้สมการเชิิงอนุุพัันธ์์

สำำ�หรัับแก้้ไขปััญหาและพยากรณ์์พฤติิกรรมของระบบ 

ในสถานการณ์จริิงต่่าง ๆ  ซึ่�งสามารถใช้้ในการเรีียนการสอน

ในระดัับปริิญญาตรีี หรืือปริิญญาโทและเป็็นแนวทางใน 

การทำำ�วิจััยทางคณิิตศาสตร์ประยุุกต์

	 หนัังสืือเล่่มนี้้� เหมาะสำำ�หรัับผู้้�อ่านทั่่�วไปและ 

ผู้้�ที่่�สนใจเกี่่�ยวกัับเคมีอิินทรีีย์์ของพอลิิเมอร์์ ซึ่ �งจะทำำ�ให้้มีี

ความเข้้าใจกลไกการเกิิดปฏิิกิิริิยาทางเคมีอิินทรีีย์์และ 

การจำำ�แนกประเภทปฏิิกิิริิยาที่่�ใช้้ ในการสังเคราะห์์พอลิิเม

อร์์ นอกจากนี้้� ยั ังกล่าวถึึงเทคนิคการเพิ่่�มหมู่่�ฟัังก์์ชัันและ 

การออกแบบโครงสร้้างทางเคมีของพอลิิเมอร์์ ร วมทั้้�ง

ปฏิิกิิริิยาการเชื่่�อมต่่อโมเลกุลที่่�ต้้องการบนโซ่่พอลิิเมอร์์  

ซ่ึ่�งเป็็นการประยุุกต์ใช้้ความรู้้�ทางเคมีอิินทรีีย์์ผนวกกับ 

ความรู้้�   ทางด้้านปฏิิกิิริิยาพอลิิเมอไรเซชััน เพื่่�อให้้ได้้

ผลิตภัณฑ์เป็็นพอลิิเมอร์์ฟัังก์์ชัันที่่�มีีสมบััติิตามความต้้องการ

และสามารถประยุุกต์ใช้้งาน ที่่�เหมาะสมได้้
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บาท

320
บาท

ผู้แต่ง: ผศ. ดร.รัชฎา วิริยะพงศ์

ผู้แต่ง: รศ. ดร.เมธา รัตนากรพิทักษ์

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร์ด้วย

สมการเชิงอนุพันธ์เบื้องต้น

เคมีอินทรีย์ของพอลิเมอร์ 

(ฉบับปรับปรุง)

หนังสอืแนะนำ�
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มหาวิทยาลัยนเรศวร

สั่งซื้อหนังสือออนไลน์
จัดส่งถึงบ้านสะดวกรวดเร็ว
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 กรณีต้องการสั่งซื้อหนังสือปริมาณมาก หรือเข้าชั้นเรียนติดต่อได้ที่
ฝ่ายจัดจำหน่ายสำนักพิมพ์มหาวิทยาลัยนเรศวร 

สั่งซื้อทันที




