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เรื่่�องเล่่าจากปก
 ภัาพวิาด้หนุ้าปกเป็นุรูัปสะพานุไม้ท่�รู้ัจัำกกันุในุนุาม “Mathematical bridge” เป็นุสะพานุ

ท่�สร้ัางสำาหรัับไว้ิข้ามช่วิงหนุ่�งของแม่นุำ�าแคมบริัเวิณิ Queens’ College มหาวิิทยาลัยเคมบริัด้จ์ำ 

ณิ สหรัาชอาณิาจัำกรั สะพานุนุ่�ถูกสร้ัางข่�นุในุปี ค.ศ์. 1749 โด้ย James Essex the Younger 

ด้้วิยฝีม้อการัออกแบบโด้ยช่างไม้ท่�ม่ช้�อเส่ยง William Etheridge ซ่�งได้้สานุต่ัองานุออกแบบ 

อ่กทอด้หนุ่�งมาจำาก James King ต่ัอมาสะพานุนุ่�ได้้รัับการัซ่อมแซมและสร้ัางใหม่อ่ก 2 ครัั�ง 

ในุปี ค.ศ์. 1866 และ ค.ศ์. 1905 โด้ยยังคงรัักษาโครังสร้ัางการัออกแบบเดิ้ม 

 สะพานุนุ่�สร้ัางโด้ยใช้ท่อนุไม้มาเช้�อมต่ัอกันุ จำะสังเกตัได้้ว่ิาแม้ว่ิาสะพานุจำะดู้เป็นุลักษณิะโค้ง 

ทว่ิาก็สร้ัางด้้วิยท่อนุไม้ตัรังมาต่ัอกันุทั�งสิ�นุ ส่วินุล่างของสะพานุม่โครังสร้ัางโค้งซ่�งเป็นุส่วินุโค้ง 

ของวิงกลม ในุส่วินุล่างของสะพานุนุ่� ท่อนุไม้แต่ัละท่อนุวิางในุแนุวิเส้นุสัมผัสเส้นุโค้งของวิงกลม 

โด้ยนุำามาวิางเร่ัยงต่ัอกันุในุมุมท่�ให้เกิด้การัด่้งและการัอัด้แนุ่นุเพ่ยงพอท่�จำะทำาให้สะพานุ 

ม่ควิามแข็งแรังมากพอ นุอกจำากนุ่� จุำด้ท่�ท่อนุไม้ตััวิแทนุเส้นุสัมผัสวิงกลมตััด้กันุก็จำะเช้�อมต่ัอ 

ด้้วิยท่อนุไม้ในุแนุวิรััศ์ม่ของวิงกลม นัุ�นุค้อ ตัั�งฉากกับเส้นุสัมผัสของวิงกลม ซ่�งท่อนุไม้เหล่านุ่�ก็จำะ 

ไปเช้�อมด้้วิยรัาวิไม้ด้้านุบนุในุรัูปแบบโครังตัาข่ายเพ้�อให้โครังสร้ัางของสะพานุแข็งแกร่ังมากข่�นุ 

และนุ่�ก็เป็นุเร้ั�องรัาวิท่�นุำามาสู่ช้�อสะพานุคณิิตัศ์าสตัร์ั ซ่�งสะพานุไม้แห่งนุ่�ยังคงเป็นุเสนุ่ห์ของเม้อง 

เคมบริัด้จ์ำ ให้ผู้คนุได้้มาท่องเท่�ยวิและเย่�ยมชม นัุบแต่ันัุ�นุเป็นุต้ันุมาจำวิบจำนุปัจำจุำบันุ



คำนำ
ในโลกแหงความเปนจริง มีปญหามากมายที่จะตองดำเนินการหาทางจัดการแกไข โดย

ปญหามีตั้งแตระดับเล็กนอยไปจนถึงระดับใหญ เสี่ยงนอยไปจนถึงเสี่ยงมาก บางปญหาอาจใชเงิน
ลงทุนสูงในการแกไขหรือทดลองเพื่อใหไดมาซึ่งคำตอบยอยกอนที่จะนำไปสูคำตอบโดยรวม หรือบาง
ปญหาอาจจะสงผลกระทบตอชีวิตและทรัพยสินของมนุษย เปนจำนวนมาก ดังนั้น แนวทางหนึ่ง
ในการแกปญหาบางประเภทเพื่อลดอัตราการเสี่ยงตอชีวิตและทรัพยสินและประหยัด เวลาก็คือ
การนำความรูทางคณิตศาสตรมาชวยในการแกปญหาเหลานี้ ซึ่งก็คือ การนำตัวแบบเชิงคณิตศาสตร
มาชวยในการตอบปญหาจากสถานการณจริง

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร หรือmathematical model คือตัวแทนสถานการณหรือโจทย
ปญหาตาง ๆ ที่ตองการหาคำตอบซึ่งเขียนในรูปแบบสัญลักษณทางคณิตศาสตร ฟงกชันหรือสมการ
ทางคณิตศาสตร ทั้งนี้ เพื่อให เกิดความเขาใจสถานการณหรือปญหานั้น ๆ ทั้ง เชิงปริมาณและเชิง
คุณภาพมากขึ้น และเพื่อทำนายพฤติกรรมหรือกลไกทางพลศาสตรของสถานการณนั้น ๆ มากขึ้น
โดยในหนังสือเลมนี้จะเนนที่ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ

ผูเขียนไดเขียนและเรียบเรียงหนังสือเลมนี้ขึ้นสำหรับผูที่เริ่มตนศึกษาและสนใจในเรื่องการ
ประยุกตใชสมการเชิงอนุพันธและการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโดยใชสมการเชิงอนุพันธสำหรับ
ตอบปญหาในสถานการณจริงตาง ๆ ซึ่งสามารถใชในการเรียนการสอนในระดับปริญญาตรี และ/
หรือปริญญาโท เพื่อเปนแนวทางในการทำวิจัยทางคณิตศาสตรประยุกตตอไปไดทั้งในมหาวิทยาลัย
ของรัฐและเอกชนที่เปดสอนหลักสูตรที่มีเนื้อหาดังกลาว รวมทั้งผูที่สนใจในดานนี้สามารถนำไปใช
ประโยชนในการประกอบการเรียนการสอนเพิ่มเติมได โดยในหนังสือเลมนี้ ผูเขียนไดเขียนไวทั้งหมด
5 บท โดยมีกรอบความคิดของแตละบท ดังนี้

ผู เขียนเริ่มบทที่ 1 ดวยการใหความหมายของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร วัตถุประสงคของ
การสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร อธิบายกระบวนการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรในแตละขั้นตอน
เนนย้ำความสำคัญของตัวแบบเชิงคณิตศาสตรวาทำไมเราจึงสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร และอธิบาย
ประเภทตัวแบบเชิงคณิตศาสตร วามีหลายประเภทขึ้นอยู กับวา เราจำแนกประเภทดวยอะไร แม
กระนั้นการแกปญหาทางคณิตศาสตรก็มีขอจำกัด ผูเขียนจึงเขียนปดทายบทที่ 1 ดวยเรื่องขอจำกัด
ของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

คำำานำำา ในบทที่ 2 ผู เขียนอธิบายการประยุกตใชสมการเชิงอนุพันธทั้งอันดับหนึ่งและอันดับสูง
ในการสรางเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอยางงายสำหรับอธิบายหรือแกปญหาสถานการณที่ไมซับซอน
มาก โดยตัวแบบเชิงคณิตศาสตรมีทั้งที่เปนเชิงเสน ไมเชิงเสน และที่ตองใชระบบสมการเชิงอนุพันธ
ตัวอยางโจทยปญหาในบทนี้ก็รวมสถานการณตาง ๆ ของหลายศาสตร เชน เคมี ชีววิทยา ฟสิกส
ประชากรศาสตร เปนตน

เมื่อมีตัวแบบเชิงคณิตศาสตรแลวโดยเฉพาะในกรณีที่ตัวแบบมีความซับซอนมากขึ้น และ
ไมใชสมการเดียวที่สามารถหาผลเฉลยไดโดยตรง การวิเคราะหตัวแบบเพื่อใหไดมาซึ่งคำตอบของ
ปญหาเริ่มตนก็ เปนสิ่งสำคัญ ในบทที่ 3 นี้ ผู เขียนไดอธิบายถึงองคประกอบตาง ๆ ที่ จะตองใช
ในการวิเคราะหตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสำหรับตัวแบบที่ซับซอนขึ้นทั้งเชิงปริมาณและเชิงคุณภาพ
ไดแก การหาจุดสมดุล การเขียนสนามทิศทางเพื่อวาดเสนโคงผลเฉลยโดยสังเขป และความเสถียร
ในรูปแบบตาง ๆ ของจุดสมดุลของตัวแบบ

ในบทที่ 4 ผู เขียนไดอธิบายและยกตัวอยางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ ซับซอนขึ้นและ
เกี่ยวของกับสถานการณในชีวิตประจำวันที่นักคณิตศาสตรไดสรางเพื่อศึกษาและเพิ่มความเขาใจ
ในหลาย ๆ ศาสตร เชน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอธิบายความสัมพันธของน้ำตาลกลูโคสและฮอรโมน
อินซูลิน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ แบงรางกายเปนสวน ๆ (compartmental model) ตัวแบบ
เชิง คณิตศาสตร อธิบาย กลไก การ ดูด ซึม สาร อาหาร ของ แบคทีเรีย นอกจากนี้ ผู เขียน ก็ได อธิบาย
ตัวแบบที่เกี่ยวของกับพลศาสตรประชากร เชน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรผูลา-เหยื่อ และตัวแบบเชิง
คณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับโรคติดตอ ซึ่งเนื้อหาใน 4 บทแรกนี้ผูเขียนไดเพิ่มแบบฝกหัดพรอมเฉลย
สำหรับผูอานไวในแตละบท เพื่อใหผูอานไดเขาใจเนื้อหาไดดียิ่งขึ้นไป

สำหรับในบทที่ 5 ผูเขียนไดเขียนรวบรวมตัวอยางของตัวแบบเชิงคณิตศาสตรในงานวิจัย
จริงของนักวิจัย ไมวาจะเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโรคเบาหวาน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรผูลา-เหยื่อ
ในกรณีของกลุมสัตวตาง ๆ รวมไปถึงตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโรคติดตอที่เกิดขึ้นทั้งในมนุษย สัตว พืช
และระดับเซลล ทั้งนี้เพื่อใหผูอานไดเห็นถึงแนวทางการทำวิจัยสำหรับคณิตศาสตรประยุกตในดานนี้

ผูเขียนหวังเปนอยางยิ่งวาหนังสือเลมนี้จะเปนประโยชนกับผูอาน และเปนแรงบันดาลใจ
ในการทำวิจัยทางดานตัวแบบเชิงคณิตศาสตรนี้ ผู เขียนยินดีรับฟงขอเสนอแนะและหากมี
ขอผิดพลาดใดในหนังสือเลมนี้ ผูเขียนยินดีนอมรับเพื่อนำมาพิจารณาปรับปรุงตอไป



คำนำ
ในโลกแหงความเปนจริง มีปญหามากมายที่จะตองดำเนินการหาทางจัดการแกไข โดย

ปญหามีตั้งแตระดับเล็กนอยไปจนถึงระดับใหญ เสี่ยงนอยไปจนถึงเสี่ยงมาก บางปญหาอาจใชเงิน
ลงทุนสูงในการแกไขหรือทดลองเพื่อใหไดมาซึ่งคำตอบยอยกอนที่จะนำไปสูคำตอบโดยรวม หรือบาง
ปญหาอาจจะสงผลกระทบตอชีวิตและทรัพยสินของมนุษย เปนจำนวนมาก ดังนั้น แนวทางหนึ่ง
ในการแกปญหาบางประเภทเพื่อลดอัตราการเสี่ยงตอชีวิตและทรัพยสินและประหยัด เวลาก็คือ
การนำความรูทางคณิตศาสตรมาชวยในการแกปญหาเหลานี้ ซึ่งก็คือ การนำตัวแบบเชิงคณิตศาสตร
มาชวยในการตอบปญหาจากสถานการณจริง

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร หรือmathematical model คือตัวแทนสถานการณหรือโจทย
ปญหาตาง ๆ ที่ตองการหาคำตอบซึ่งเขียนในรูปแบบสัญลักษณทางคณิตศาสตร ฟงกชันหรือสมการ
ทางคณิตศาสตร ทั้งนี้ เพื่อให เกิดความเขาใจสถานการณหรือปญหานั้น ๆ ทั้ง เชิงปริมาณและเชิง
คุณภาพมากขึ้น และเพื่อทำนายพฤติกรรมหรือกลไกทางพลศาสตรของสถานการณนั้น ๆ มากขึ้น
โดยในหนังสือเลมนี้จะเนนที่ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ

ผูเขียนไดเขียนและเรียบเรียงหนังสือเลมนี้ขึ้นสำหรับผูที่เริ่มตนศึกษาและสนใจในเรื่องการ
ประยุกตใชสมการเชิงอนุพันธและการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโดยใชสมการเชิงอนุพันธสำหรับ
ตอบปญหาในสถานการณจริงตาง ๆ ซึ่งสามารถใชในการเรียนการสอนในระดับปริญญาตรี และ/
หรือปริญญาโท เพื่อเปนแนวทางในการทำวิจัยทางคณิตศาสตรประยุกตตอไปไดทั้งในมหาวิทยาลัย
ของรัฐและเอกชนที่เปดสอนหลักสูตรที่มีเนื้อหาดังกลาว รวมทั้งผูที่สนใจในดานนี้สามารถนำไปใช
ประโยชนในการประกอบการเรียนการสอนเพิ่มเติมได โดยในหนังสือเลมนี้ ผูเขียนไดเขียนไวทั้งหมด
5 บท โดยมีกรอบความคิดของแตละบท ดังนี้

ผู เขียนเริ่มบทที่ 1 ดวยการใหความหมายของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร วัตถุประสงคของ
การสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร อธิบายกระบวนการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรในแตละขั้นตอน
เนนย้ำความสำคัญของตัวแบบเชิงคณิตศาสตรวาทำไมเราจึงสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร และอธิบาย
ประเภทตัวแบบเชิงคณิตศาสตร วามีหลายประเภทขึ้นอยู กับวา เราจำแนกประเภทดวยอะไร แม
กระนั้นการแกปญหาทางคณิตศาสตรก็มีขอจำกัด ผูเขียนจึงเขียนปดทายบทที่ 1 ดวยเรื่องขอจำกัด
ของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

ในบทที่ 2 ผู เขียนอธิบายการประยุกตใชสมการเชิงอนุพันธทั้งอันดับหนึ่งและอันดับสูง
ในการสรางเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอยางงายสำหรับอธิบายหรือแกปญหาสถานการณที่ไมซับซอน
มาก โดยตัวแบบเชิงคณิตศาสตรมีทั้งที่เปนเชิงเสน ไมเชิงเสน และที่ตองใชระบบสมการเชิงอนุพันธ
ตัวอยางโจทยปญหาในบทนี้ก็รวมสถานการณตาง ๆ ของหลายศาสตร เชน เคมี ชีววิทยา ฟสิกส
ประชากรศาสตร เปนตน

เมื่อมีตัวแบบเชิงคณิตศาสตรแลวโดยเฉพาะในกรณีที่ตัวแบบมีความซับซอนมากขึ้น และ
ไมใชสมการเดียวที่สามารถหาผลเฉลยไดโดยตรง การวิเคราะหตัวแบบเพื่อใหไดมาซึ่งคำตอบของ
ปญหาเริ่มตนก็ เปนสิ่งสำคัญ ในบทที่ 3 นี้ ผู เขียนไดอธิบายถึงองคประกอบตาง ๆ ที่ จะตองใช
ในการวิเคราะหตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสำหรับตัวแบบที่ซับซอนขึ้นทั้งเชิงปริมาณและเชิงคุณภาพ
ไดแก การหาจุดสมดุล การเขียนสนามทิศทางเพื่อวาดเสนโคงผลเฉลยโดยสังเขป และความเสถียร
ในรูปแบบตาง ๆ ของจุดสมดุลของตัวแบบ

ในบทที่ 4 ผู เขียนไดอธิบายและยกตัวอยางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ ซับซอนขึ้นและ
เกี่ยวของกับสถานการณในชีวิตประจำวันที่นักคณิตศาสตรไดสรางเพื่อศึกษาและเพิ่มความเขาใจ
ในหลาย ๆ ศาสตร เชน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอธิบายความสัมพันธของน้ำตาลกลูโคสและฮอรโมน
อินซูลิน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ แบงรางกายเปนสวน ๆ (compartmental model) ตัวแบบ
เชิง คณิตศาสตร อธิบาย กลไก การ ดูด ซึม สาร อาหาร ของ แบคทีเรีย นอกจากนี้ ผู เขียน ก็ได อธิบาย
ตัวแบบที่เกี่ยวของกับพลศาสตรประชากร เชน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรผูลา-เหยื่อ และตัวแบบเชิง
คณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับโรคติดตอ ซึ่งเนื้อหาใน 4 บทแรกนี้ผูเขียนไดเพิ่มแบบฝกหัดพรอมเฉลย
สำหรับผูอานไวในแตละบท เพื่อใหผูอานไดเขาใจเนื้อหาไดดียิ่งขึ้นไป

สำหรับในบทที่ 5 ผูเขียนไดเขียนรวบรวมตัวอยางของตัวแบบเชิงคณิตศาสตรในงานวิจัย
จริงของนักวิจัย ไมวาจะเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโรคเบาหวาน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรผูลา-เหยื่อ
ในกรณีของกลุมสัตวตาง ๆ รวมไปถึงตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโรคติดตอที่เกิดขึ้นทั้งในมนุษย สัตว พืช
และระดับเซลล ทั้งนี้เพื่อใหผูอานไดเห็นถึงแนวทางการทำวิจัยสำหรับคณิตศาสตรประยุกตในดานนี้

ผูเขียนหวังเปนอยางยิ่งวาหนังสือเลมนี้จะเปนประโยชนกับผูอาน และเปนแรงบันดาลใจ
ในการทำวิจัยทางดานตัวแบบเชิงคณิตศาสตรนี้ ผู เขียนยินดีรับฟงขอเสนอแนะและหากมี
ขอผิดพลาดใดในหนังสือเลมนี้ ผูเขียนยินดีนอมรับเพื่อนำมาพิจารณาปรับปรุงตอไป



ผู เขียนขอขอบพระคุณอาจารยทุกทานที่ ไดประสิทธิ์ประสาทวิชาความรู แนะนำขอคิด
ดี ๆ และสรางแรงบันดาลใจใหผูเขียนจนไดเขียนหนังสือเลมนี้จนสำเร็จลุลวง ขอขอบคุณทุกคนที่
ชวยเหลือในการจัดทำหนังสือเลมนี้และเปนสวนสำคัญที่ทำใหหนังสือเลมนี้เสร็จลุลวงไปดวยดี
ขอบคุณ คุณกิ๊ฟ ยุคันต สันโดษ จากเพจ YUKAN สำหรับภาพวาดสะพานคณิตศาสตร (Mathe-
matical Bridge) แหง เมือง Cambridge ณ สหราชอาณาจักร ที่ งดงามสำหรับปกหนังสือเลมนี้
ทายนี้ ผูเขียนขอขอบพระคุณบิดาและมารดาที่อบรมเลี้ยงดูและเปนกำลังใจสำคัญในทุกกาวของชีวิต
ซ่ึงเปนพระคุณอันยิ่งใหญหาส่ิงอื่นใดเสมอมิได ขอบคุณนองชายสำหรับความชวยเหลือใน
หลาย ๆ ดาน และขอขอบคุณสามีอันเปนที่รักที่เปนแรงใจอันดีเยี่ยมยามเหนื่อยลา เปนกำลังใจและ
แรงสนับสนุนที่ดียิ่งเสมอมา
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ผู เขียนขอขอบพระคุณอาจารยทุกทานที่ ไดประสิทธิ์ประสาทวิชาความรู แนะนำขอคิด
ดี ๆ และสรางแรงบันดาลใจใหผูเขียนจนไดเขียนหนังสือเลมนี้จนสำเร็จลุลวง ขอขอบคุณทุกคนที่
ชวยเหลือในการจัดทำหนังสือเลมนี้และเปนสวนสำคัญที่ทำใหหนังสือเลมนี้เสร็จลุลวงไปดวยดี
ขอบคุณ คุณกิ๊ฟ ยุคันต สันโดษ จากเพจ YUKAN สำหรับภาพวาดสะพานคณิตศาสตร (Mathe-
matical Bridge) แหง เมือง Cambridge ณ สหราชอาณาจักร ที่ งดงามสำหรับปกหนังสือเลมนี้
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บทที่ 1

บทนำเกี่ยวกับตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

1.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรคืออะไร
ในโลกแหงความเปนจริง เรามีปญหามากมายที่จะตองแกไขหรือดำเนินการหาทางจัดการ

แกไข ซึ่งปญหาบางปญหามีความเสี่ยงทั้งดานการเงินที่ จะตองลงทุน ใช เงินสูง ในการแกปญหา
หรือบางปญหาอาจจะสงผลกระทบตอชีวิตและทรัพยสินของมนุษยเปนจำนวนมาก เชน การทำนาย
ผลการเลือกตั้ง การทำนายแนวโนมราคาน้ำมัน การทำนายรูปแบบการเจริญเติบโตและการขยายตัว
ของปา การทำนายการระบาดของโรคระบาดตาง ๆ ดังนั้น จึงตองอาศัยตัวแบบ (model) ซึ่งคือ
ตัวแทนวัตถุ ระบบ โปรแกรมคอมพิวเตอร หรือตัวแทนองคประกอบตาง ๆ ของระบบที่ถูกสรางขึ้น
เพื่อศึกษาการทำงานของระบบงานหรือปญหาจริง ตัวแบบขางตนสามารถนำไปทำงานได
หลายรูปแบบ เชน เปนเครื่องมือสำหรับทำนายหรือคาดคะเนผลตาง ๆ ที่ตองการศึกษา หรือเปน
เครื่องมือสำหรับชวยทดสอบประสิทธิผลของเครื่องจักรหรืออุปกรณใด ๆ เปนตน ซึ่งตัวแบบอาจ
ชวยหาคาคำตอบที่แทจริง ไดหรืออาจจะหาไดแคคา โดยประมาณ ตัวแบบมีหลายประเภทตาม
คุณลักษณะ เชน ตัวแบบทางกายภาพ ตัวแบบแอนะล็อก ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร ตัวแบบทางสถิติ
และตัวแบบเชิงคอมพิวเตอร ซึ่งในหนังสือเลมนี้จะอธิบายถึงตัวแบบเชิงคณิตศาสตร (mathemati-
cal model) เทานั้น
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1.1 ตััวแบบเชิงิคำณิติัศาสตัรื่ค่์ำออะไรื่

บทท่� 1
บทนำำาเก่�ยวกับตััวแบบเชิงิคำณิติัศาสตัรื่์



ตััวแบบเชิงิคณิติัศาสตัร์ด้์้วยสมการ์เชิงิอนุุพัันุธ์์เบ้�องต้ันุ
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ปญหาหรือเหตุการณตาง ๆ ที่กลาวมาขางตนอาจเกี่ยวของหรือไมเกี่ยวของกับคณิตศาสตร
แตวิธีการแกปญหาโดยอาศัยคณิตศาสตรก็สามารถมีบทบาทสำคัญในการไดมาซึ่งคำตอบเบื้องตน
ที่อาจจะนำไปสูคำตอบที่ตอบโจทยโลกแหงความเปนจริงได สำหรับการแกปญหาโดยใชรูปแบบทาง
คณิตศาสตรนั้น เรามักจะออกแบบและสรางสิ่งที่เรียกวา ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร หรือ mathematical model คือตัวแทนสถานการณหรือโจทย
ปญหาตาง ๆ ที่ตองการหาคำตอบซึ่งเขียนในรูปแบบสัญลักษณทางคณิตศาสตร ฟงกชันหรือ
สมการทางคณิตศาสตร ทั้งนี้เพื่อใหเกิดความเขาใจสถานการณหรือปญหานั้น ๆ ทั้งเชิงปริมาณ
และเชิงคุณภาพมากขึ้น และเพื่อทำนายพฤติกรรมหรือกลไกทางพลศาสตรของสถานการณ
นั้น ๆ มากขึ้น

บทนิยาม 1.1

หลังจากที่ ไดตัวแบบมาก็จะทำการศึกษาความสัมพันธ วิเคราะห และใชกฎเกณฑทาง
คณิตศาสตรแกปญหานั้น ๆ เพื่อใชคำตอบที่ไดมาเปนตัวแทนคำตอบในการตอบปญหาสถานการณ
จริง ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรนั้นสามารถนำไปประยุกตใชไดกับสาขาวิชาตาง ๆ มากมาย เชน สาขา
ทาง วิทยาศาสตร ทุก สาขา ทาง วิศวกรรม ธุรกิจ เศรษฐศาสตร จิตวิทยา วิทยาการ คอมพิวเตอร
การแพทย เปนตน นอกจากนี้ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรมี ระดับความยาก-งายที่ตางกัน ซึ่งมีตั้งแต
ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ มี ตัวแปรเดียว ฟงกชัน เดียว ไปจนถึงตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ มีหลาย
ตัวแปรและมีฟงกชันนับพัน โดยองคประกอบของตัวแบบจะประกอบไปดวย

• ตัวแปร (variable) ซึ่งมีคาเปลี่ยนแปลงตามตัวแปรอื่น ๆ
• ตัวแปรเสริม (parameter) หรือพารามิเตอร เปนตัวแปรที่มีคาไมเปลี่ยนแปลง นั่นคือ

เปนคาคงที่
• รูปแบบฟงกชันตาง ๆ (relational function) แสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรและ

ตัวแปรเสริม
• ขอจำกัด (constraint) คือ ขอจำกัดของคาตัวแปรตาง ๆ
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1.2 วัตถุประสงคของการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร
ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสามารถนำไปใชไดในหลาย ๆ สถานการณและเหตุผล ไดแก
1. ใชสำหรับการตรวจสอบสมมติฐานในสถานการณหรือการทดลองตาง ๆ ที่โดยปกติแลว

จะยากแกการทดลองจริง หรือยากแกการทดสอบสมมติฐานนั้น ๆ
2. ใชสำหรับการหาความสัมพันธของตัวแปรหรือปจจัยตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับระบบหรือ

สถานการณนั้น ๆ และตรวจสอบผลกระทบของตัวแปรหรือปจจัยดังกลาวที่มีตอระบบ
3. ใชสำหรับการทำนายผลตาง ๆ ในอนาคต
4. ใชเปนสวนหนึ่งในการชวยตัดสินใจ

1.3 กระบวนการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

กระบวนการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร ประกอบดวย 6 ขั้นตอนหลัก ดังนี้
• ขั้นที่ 1 ทำความเขาใจปญหา (clarify the problem)
• ขั้นที่ 2 สรางหรือตั้งสมมติฐาน (make assumptions)
• ขั้นที่ 3 กำหนดตัวแปรและความหมายของตัวแปร (define variables)
• ขั้นที่ 4 สรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรและหาผลลัพธ (formulate a mathematical

model and solve for solutions)
• ขั้นที่ 5 วิเคราะหผลที่ไดจากตัวแบบเชิงคณิตศาสตรและประเมินตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

(analyse the results and do model assessment)
• ขั้นที่ 6 รายงานผลลัพธ (report the results)
ขั้นตอนทั้งหกขั้นตอนเปนแนวทาง ในการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร อยางไรก็ตาม

การสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรแตละครั้งนั้น ไมจำเปนที่จะตองทำตามทุกขั้นตอนอยางเครงครัด
ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรไดมาจากการทำขั้นตอนขางตนซ้ำ ๆ กันจนกวาจะไดตัวแบบที่เหมาะสมหรือ
มีผลลัพธเปนที่นาพอใจ โดยที่ขั้นตอนบางขั้นตอนที่สำคัญในบางครั้งอาจจะทำซ้ำมากครั้งกวาขั้นตอน
อื่น ๆ ก็เปนได โดยกระบวนการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรขางตนไดแสดงใหเห็นภาพชัดเจนขึ้น
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บทนำยิาม 1.1



บทที่ 2

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการ
เชิงอนุพันธ

ในบทที่ 2 นี้ จะอธิบายการนำสมการเชิงอนุพันธไปใช เปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตร เพื่อ
อธิบายสถานการณตาง ๆ ในชีวิตประจำวัน โดยจะแบงออกเปน 2 หัวขอใหญ ไดแก ตัวแบบเชิง
คณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง และตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับ
สมการเชิงอนุพันธอันดับสูง

2.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ
อันดับหนึ่ง

ในหัวขอยอยนี้ จะไดศึกษาถึงการนำสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งมาใชเปนตัวแบบเชิง
คณิตศาสตร สำหรับศึกษาการเจริญเติบโตของประชากรของสิ่งมีชีวิต การยอยสลายของสารกัมมัน-
ตรังสี การเพิ่มขึ้นหรือลดลงของอุณหภูมิของวัตถุตาง ๆ การผสมสารหรือของเหลว ปฏิกิริยาทางเคมี
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2.1 ตััวแบบเชิงิคำณิติัศาสตัรื่ท่์�เก่�ยวข้อ้งกับสมการื่เชิงิอนำพัุันำธ์์อันำดับหนำึ�ง

บทท่� 2 
ตััวแบบเชิงิคำณิติัศาสตัรื่ท่์�เก่�ยวข้อ้งกับ 

สมการื่เชิงิอนำพัุันำธ์์
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ตััวแบบเชิงิคณิติัศาสตัร์ด้์้วยสมการ์เชิงิอนุุพัันุธ์์เบ้�องต้ันุ

14

และการระบายของเหลวผานทางรูในแท็งกน้ำ โดยเนื้อหาในสวนนี้จะครอบคลุมสำหรับทั้งตัวแบบ
เชิงคณิตศาสตรเชิงเสน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรไมเชิงเสน และตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เปนระบบ
สมการเชิงอนุพันธ

2.1.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเชิงเสน (linear models)

การเจริญเติบโตและการยอยสลาย (growth and decay)

มีสถานการณในชีวิตประจำวันเปนจำนวนมากที่อัตราการเปลี่ยนแปลงของ
บางจำนวน x เปนสัดสวนกับปริมาณของจำนวนนั้น นั่นคือ

dx

dt
= kx สำหรับคาคงที่ k ใด ๆ

โดยผลเฉลยทั่วไปคือ x = Aekt

ตัวอยางสถานการณ เชน
1. ธาตุเรเดียม (radium) ยอยสลายเปลี่ยนไปเปนธาตุยูเรเนียม (uranium)

ถา x(t) แทนปริมาณของธาตุ เรเดียม ณ เวลา t ใด ๆ แลว อัตราการ
เปลี่ยนแปลงของปริมาณของธาตุเรเดียมสามารถเขียนไดเปน dx

dt
= kx ซึ่งในกรณีนี้ k < 0

2. ดอกเบี้ยเงินฝากในธนาคาร (bank interest)
ปริมาณของดอกเบี้ยเงินฝากที่จะไดรับเปนสัดสวนโดยตรงกับเงินฝากที่มี

อยู ณ ขณะนั้น ๆ ในกรณีนี้ k > 0 โดยจะไดผลเฉลยออกมาเปน

x(t) = x0

(
1 +

k

n

)nt
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โดยที่ x คือ เงินทั้งหมดที่จะไดรับ ณ เวลา t ปใด ๆ
x0 คือ เงินตน
k คือ อัตราดอกเบี้ยตอป
n คือ จำนวนครั้ง (งวด) ตอป ที่ไดรับดอกเบี้ย

3. การเจริญเติบโตของสิ่งมีชีวิต
จำนวนสิ่งมีชีวิตที่เกิดใหม ณ เวลา t ใด ๆ เปนสัดสวนโดยตรงตอจำนวน

สิ่งมีชีวิต ณ เวลาปจจุบัน ถา x(t) เปนจำนวนสิ่งมีชีวิต ณ เวลา t ใด ๆ แลว dx

dt
= kx โดยที่

k > 0

ในการเพาะเชื้อแบคทีเรีย จำนวนแบคทีเรียเริ่มตนมีจำนวนเปน P0 หลังจากเวลา
ผานไป 1 ชั่วโมง จำนวนแบคทีเรียจะเพิ่มขึ้นเปน 3

2
P0 ถาอัตราการเจริญเติบโตของแบคทีเรีย

เปนสัดสวนโดยตรงกับจำนวนแบคทีเรีย ณ เวลา t ใด ๆ นั่นคือP (t) จงหาระยะเวลาที่ใชสำหรับ
การเจริญเติบโตของแบคทีเรีย เมื่อตองการจำนวนแบคทีเรียเปน 3 เทาของจำนวนแบคทีเรีย
เริ่มตน

วิธีทำ จากโจทย สามารถเขียนสมการเชิงอนุพันธอธิบายการเจริญเติบโตของแบคทีเรียได
เปน

dP

dt
= kP, เมื่อ P (0) = P0

และเมื่อใชความรูการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง จะไดคำตอบเปน

P (t) = cekt

ซึ่งเมื่อ t = 0 จะมี P (0) = P0 ดังนั้นจะได

ตัวอยาง 2.1 (การเจริญเติบโตของแบคทีเรีย)
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สรุปทายบท
สมการเชิงอนุพันธสามารถนำไปประยุกตใชเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเบื้องตน

เพื่ออธิบายสถานการณตาง ๆ ในชีวิตประจำวันได โดยอาจเริ่มจากสถานการณงาย ๆ ซึ่งใช
สมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง หรือบางสถานการณอาจใชสมการเชิงอนุพันธอันดับสองหรือ
อันดับสูงขึ้นไป ในบทนี้ ผู เขียนไดยกตัวอยางสถานการณตาง ๆ ที่นำสมการเชิงอนุพันธ
มาประยุกตใชเปนตัวแบบ สำหรับตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ
อันดับหนึ่งก็จะแบงเปน 3 หัวขอยอย นั่นคือ ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเชิงเสน (เชน การเจริญ
เติบโตของสิ่งมีชีวิต การยอยสลายของธาตุ การคำนวณอายุของวัตถุโบราณ การเย็นตัวลง
หรือการเพิ่มอุณหภูมิของสิ่งของหรือวัตถุตาง ๆ เปนตน) ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรไมเชิงเสน
(เชน การศึกษาพลศาสตรการเจริญเติบโตของประชากรที่ซับซอนขึ้น เปนตน) และตัวแบบ
เชิงคณิตศาสตรที่เปนระบบสมการเชิงอนุพันธ (เชน ความสัมพันธของสิ่งมีชีวิตตั้งแต 2 ชนิด
ขึ้นไปที่เปนผูลาและเหยื่อตอกัน เปนตน) นอกจากนี้ ผูเขียนก็ไดยกตัวอยางการนำสมการ
เชิงอนุพันธอันดับสูงมาประยุกตใชเปนตัวแบบ เชน การศึกษาการเคลื่อนที่ของวัตถุที่ตกลง
มาจากที่สูงที่อาศัยความรูเรื่องความเร็ว ความเรง มาประกอบ และการศึกษาการเคลื่อนที่
ของวัตถุที่ติดอยูกับสปริง ในบทนี้ ผูอานจะไดเห็นภาพรวมของการนำสมการเชิงอนุพันธไป
ใชเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเพื่ออธิบายสถานการณตาง ๆ
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บทที่ 3

องคประกอบสำหรับการวิเคราะหตัวแบบเชิง
คณิตศาสตร

ในบทนี้จะกลาวถึงองคประกอบตาง ๆ ที่นำมาใชในการวิเคราะหตัวแบบเชิงคณิตศาสตร
ที่เปนสมการหรือระบบสมการเชิงอนุพันธ ซึ่งตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสวนใหญจะเปนตัวแบบไมเชิง
เสนที่มีความซับซอนในการวิเคราะห ดังนั้นเปาหมายของบทนี้คือจะพยายามทำใหตัวแบบไมเชิง
เสนอยู ในรูปที่ เปนเชิงเสนมากขึ้น เพื่อใหทำการวิเคราะหไดงายขึ้น โดยการวิเคราะหตัวแบบเชิง
คณิตศาสตรในบทนี้นั้นจะเริ่มจากการหาจุดสมดุลของตัวแบบหรือระบบสมการ การทำตัวแบบให
เปนเชิงเสนมากขึ้น ความเสถียรในรูปแบบตาง ๆ และการตรวจสอบดูวาจุดสมดุลของตัวแบบหรือ
ระบบสมการมีความเสถียรแบบใด

3.1 การหาจุดสมดุล (Equilibrium Points or Steady States)

จุดสมดุลหรือภาวะสมดุลคือสถานะของระบบใด ๆ ที่ไมมีการเปลี่ยนแปลง นั่นคือคาของ
ตัวแปรในสมการเชิงอนุพันธหรือระบบสมการเชิงอนุพันธคงที่และจะคงที่แบบนั้นตลอดไป การหา
จุดสมดุลนี้สามารถหาไดจากการกำหนดสมการเชิงอนุพันธหรือระบบสมการเชิงอนุพันธดังกลาวมา
เทากับ 0
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3.1 การื่หาจุดสมดลุ่ (Equilibrium Points or Steady States)

บทท่� 3 
องค์ำปรื่ะกอบสำาหรื่บัการื่วิเคำรื่าะหตั์ัวแบบ 

เชิงิคำณิติัศาสตัรื่์



ตััวแบบเชิงิคณิติัศาสตัร์ด้์้วยสมการ์เชิงิอนุุพัันุธ์์เบ้�องต้ันุ
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พิจารณาระบบสมการเชิงอนุพันธ

dx

dt
= F (X) (3.1.1)

โดยที่ X = (x1, x2, . . . , xn)
T และ (F1, F3, . . . , Fn)

T

เนื่องจากตัวแปรในระบบสมการเชิงอนุพันธขางตนไมเปลี่ยนแปลงตามเวลา ณ จุดสมดุล
ซึ่งในที่นี้จะแทนดวย X̄ เราสามารถวิเคราะหหาจุดสมดุลทั้งหมดไดจาก

dx̄

dt
= 0 = F (X̄) (3.1.2)

รากของสมการ (3.1.2) คือจุดสมดุล ในระบบสมการเชิงอนุพันธใด ๆ จะมีจุดสมดุล 1 จุดหรือมากกวา
1 จุด หรืออาจจะไมมีจุดสมดุลก็ได

กำหนดระบบสมการเชิงอนุพันธ ดังนี้

dx

dt
= x− xy

dy

dt
= xy − y

จงหาจุดสมดุลของระบบสมการเชิงอนุพันธขางตน

ตัวอยาง 3.1
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วิธีทำ จุดสมดุลสามารถหาไดจากการกำหนด dx
dt

= 0 และ dy
dt

= 0

จะได x− xy = 0

x(1− y) = 0

x = 0 หรือ y = 1

แทน x = 0 ในสมการที่ 2 จะได −y = 0

∴ y = 0

แทน y = 1 ในสมการที่ 2 จะได x− 1 = 0

∴ x = 1

ดังนั้น ระบบสมการเชิงอนุพันธนี้มีจุดสมดุล 2 จุด ไดแก (0, 0) และ (1, 1)

3.2 การทำตัวแบบเชิงคณิตศาสตรหรือระบบสมการเชิงอนุพันธ
ใหเปนเชิงเสนมากขึ้น (Linearization)

ตัว แบบ เชิง คณิตศาสตร หรือ ระบบสมการ เชิง อนุพันธ สวน ใหญ จะอยู ใน รูป ไม เชิง เสน
ซึ่งการวิเคราะหความเสถียรของระบบเหลานี้ทำไดไมงายนัก หนึ่งในวิธีตาง ๆ ที่มักจะใชกันเพื่อทำให
ระบบสมการที่มีอยูวิเคราะหงายขึ้นก็คือ พยายามทำระบบสมการขางตนใหเปนเชิงเสนมากขึ้น โดย
ใชหลักการที่วา “หากระบบเขาใกลจุดสมดุลหรือภาวะสมดุล ระบบนั้น ๆ ก็จะประมาณคาไดในรูป
ของระบบเชิงเสน”

พิจารณาระบบสมการเชิงอนุพันธทั่วไป

dX

dt
= F (X, Y ) (3.2.1)

dY

dt
= G(X, Y ) (3.2.2)
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ตััวอยา่ง 3.1



บทที่ 4

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับ
สถานการณในชีวิตประจำวัน

ในบทที่ 2 เราไดศึกษาถึงตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอยางงายที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ
สำหรับอันดับหนึ่ง อันดับสอง และระบบสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งไปแลว โดยตัวอยางตัวแบบ
เชิงคณิตศาสตรในบทที่ 2 นั้น เราสามารถวิเคราะหหาผลเฉลยเชิงปริมาณได สำหรับในบทนี้เราจะ
ไดศึกษาตัวอยางของตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ซับซอนมากขึ้น และบางตัวแบบเราจะตองอาศัยการ
วิเคราะหโดยใชองคประกอบตาง ๆ ในบทที่ 3 มาหาผลเฉลยเชิงคุณภาพ โดยในบทนี้จะเนนศึกษา
ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรแบบตอเนื่อง (continuous model) เพราะเปนตัวแบบที่พบเจอบอยในชีวิต
ประจำวัน สำหรับเนื้อหาในบทที่ 4 นี้ก็จะแบงออกเปน 2 สวน ไดแก ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรทั่วไป
และตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับพลศาสตรของประชากร

99

บทท่� 4 
ตััวแบบเชิงิคำณิติัศาสตัรื่ท่์�เก่�ยวข้อ้งกับ

สถานำการื่ณิใ์นำชิวิ่ตัปรื่ะจำาวันำ
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4.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรทั่วไป

4.1.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรของพลศาสตรของน้ำตาลกลูโคสและ
ฮอรโมนอินซูลิน

เราสามารถสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสำหรับศึกษาการทำงานของน้ำตาล
กลูโคสและฮอรโมนอินซูลิน ซึ่งจะนำไปสูความเขาใจที่ดีขึ้นของโรคเบาหวาน (diabetes mellitus)
ได โรคเบาหวานแบงออกเปน 2 ชนิด ไดแก

1. ชนิดที่ 1 เกิดจากการที่ β-cell ในตับออนที่ผลิตฮอรโมนอินซูลินถูกทำลาย
มัก เกิด ในผู เยาว สามารถรักษา ได โดยการฉีดฮอรโมนอินซูลิน เพื่อ ควบคุม ระดับน้ำตาล ใน เลือด
ประจำวัน

2. ชนิดที่ 2 เกิดจากการบกพรองของการตอบสนองของฮอรโมนอินซูลิน
เซลลของผูปวยยังคงมีการสรางฮอรโมนอินซูลิน แตทำงานไมเปนปกติ เนื่องจากมีภาวะดื้อตอฮอรโมน
อินซูลิน ทำใหเซลลที่สรางฮอรโมนอินซูลินถูกทำลายไป เบาหวานชนิดนี้พบเห็นเปนสวนใหญ และ
ยังไมมีการรักษาที่แนชัด

ระดับน้ำตาล
ในเลือดลดลง

หน้าที่ของฮอร์โมนอินซูลิน 

• เพิ่มอัตราการนำน้ำตาลกลูโคสไปใช้ 
ในร่างกาย 

• เพิ่มอัตราการเผาผลาญพลังงาน 

• เปลี่ยนน้ำตาลกลูโคสไปเป็นไกลโคเจน 

• สร้างไขมันในร่างกาย 

• สร้างโปรตีนในรูปแบบของกล้ามเนื้อ

เซลล์แอลฟาในตับอ่อน
ปล่อยฮอร์โมนกลูคากอนถูกรบกวน

ทำให้ระดับน้ำตาล
ในเลือดลดลง

ระดับน้ำตาล
ในเลือดเพิ่มขึ้น

เซลล์เบต้าในตับอ่อน
ปล่อยฮอร์โมนอินซูลิน

ทำให้ระดับน้ำตาล
ในเลือดเพิ่มขึ้น

ถูกรบกวน
ระดับน้ำตาล 
ปกติในเลือด 

(70-110 mg/dl)

1

2

3
ตับอ่อน

1
2

3

4

4

หน้าที่ของฮอร์โมนกลูคากอน 

• เพิ่มการแตกตัวของไกลโคเจน 

• เพิ่มการแตกตัวของไขมัน 

ภาพ 4.1 กลไกการทำงานของน้ำตาลกลูโคส-ฮอรโมนอินซูลิน-ฮอรโมนกลูคากอน
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บทบาทของฮอรโมนอินซูลิน คือ เปนสื่อกลางในการดูดซึมน้ำตาลกลูโคสเขาสู เซลลตาง ๆ ของ
รางกาย หากขาดฮอรโมนอินซูลิน ก็จะทำใหระดับน้ำตาลในเลือดไมสมดุล เนื่องจากน้ำตาลกลูโคส
เปนสารตั้งตนตัวสำคัญในปฏิกิริยาทางชีวภาพทั้งหลาย หากมีการลดลงหรือเพิ่มสูงขึ้นของระดับ
น้ำตาลกลูโคสในเลือดอยางผิดปกติ ก็จะทำใหเกิดปญหารุนแรงตามมา

ตอไปจะพิจารณาการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอยางงายของความสัมพันธ
ของน้ำตาลกลูโคสและฮอรโมนอินซูลินซึ่ง เปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรของ Bolie ในป ค.ศ.1960
โดยมีตัวแปรตาง ๆ ดังตาราง 4.1

ตาราง 4.1 ตัวแปรในตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสำหรับน้ำตาลกลูโคสและฮอรโมนอินซูลิน
ของ Bolie (ค.ศ. 1960)

สัญลักษณ ความหมาย มิติ
V ปริมาตรของเหลวภายนอกเซลล ปริมาตร
İ อัตราการฉีดฮอรโมนอินซูลิน หนวย/เวลา
Ġ อัตราการฉีดน้ำตาลกลูโคส มวล/เวลา
X(t) ความเขมขนของฮอรโมนอินซูลินภายนอกเซลล หนวย/ปริมาตร
Y (t) ความเขมขนของน้ำตาลกลูโคสภายในเซลล หนวย/ปริมาตร
F1(X) อัตราการเสื่อมของฮอรโมนอินซูลิน
F2(Y ) อัตราการผลิตฮอรโมนอินซูลิน
F3(X, Y ) อัตราการสะสมน้ำตาลกลูโคสของตับ
F4(X, Y ) อัตราการนำน้ำตาลกลูโคสไปใชโดยเนื้อเยื่อตาง ๆ

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเขียนได ดังนี้

ฮอรโมนอินซูลิน V
dX

dt
= İ − F1(X) + F2(Y )

น้ำตาลกลูโคส V
dY

dt
= Ġ− F3(X, Y )− F4(X, Y )
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4.1 ตััวแบบเชิงิคำณิิตัศาสตัรื่ท่ั์วไป



สรุปทายบท
ใน 1-2 ทศวรรษท่ีผานมามีนักวิชาการและนักวิจัยเปนจำนวนมากที่ศึกษา

และสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโดยใชสมการเชิงอนุพันธสำหรับอธิบายการเปลี่ยนแปลง
ของเหตุการณ สิ่งมีชีวิต หรือโรคติดตอตาง ๆ พรอมทั้งตอยอดใหตัวแบบเชิงคณิตศาสตร
ตอบคำถามหรือทำนายสถานการณตาง ๆ ใหอิงหรือใกล เคียงกับความเปนจริงมากที่สุด
ในบทนี้ผูเขียนจึงไดยกตัวอยางงานวิจัยที่ใชตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ไดกลาวมาในบทที่ 4
เพื่อใหผูอานไดเห็นภาพของแนวทางวิจัยในสาขาคณิตศาสตรประยุกตนี้ โดยไดแบงหัวขอ
ออกเปน 3 หัวขอ ไดแก ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับโรคเบาหวาน นั่นคือ เริ่มตั้งแต
ความสัมพันธของน้ำตาลกลูโคส ฮอรโมนอินซูลิน และตอยอดไปยังกรดไขมันอิสระ โปรตีน
และสวนอื่น ๆ ของรางกาย ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรในรูปแบบของสมการ Lotka-Volterra
ซึ่งมีทั้งตัวแบบเชิงคณิตศาสตรผู ลา-เหยื่อของสิงโตและละมั่งแอฟริกา ซึ่งผู วิจัย ไดศึกษา
ในกรณีศึกษาตาง ๆ พรอมทั้งแสดงกราฟผลเฉลยเชิงตัวเลขใหผู อานได เห็นภาพมากขึ้น
ตอมาเปนตัวอยางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ศึกษาความสัมพันธของสารอาหาร แพลงตอน
พืชและแพลงตอนสัตว โดยผูวิจัยบางทานไดขยายตอยอดเพื่อลงลึกศึกษาเรื่องปรากฏการณ
สาหรายสะพรั่ง และตัวอยางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับการประมง การจับสัตวน้ำ
โดยมีบางงานวิจัยที่นำนโยบายการจัดเก็บภาษีจากการจับสัตวน้ำบางชนิดเพื่อปองกันมิให
เกิดการสูญพันธุ เขามาศึกษาเพิ่มเติม ทายที่สุดผู เขียนไดยกตัวอยางงานวิจัยที่เปนตัวแบบ
เชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับโรคติดตอ ซึ่งมีงานวิจัยดานนี้ออกมาเปนจำนวนมาก ผูเขียน
จึงแบงเปนหัวขอยอย ไดแก ตัวแบบโรคติดตอที่เกิดในมนุษย ตัวแบบโรคติดตอที่เกิดในสัตว
ตัวแบบโรคติดตอที่ เกิดในพืช และตัวแบบโรคติดตออื่น ๆ ผูอานจะไดเห็นพัฒนาการของ
นักวิจัยในการตอยอดงานวิจัยในดานนี้ และสามารถนำไปประยุกตใชกับงานวิจัยของผูอาน
ตอไปได
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เฉลยแบบฝกหัด

เฉลยแบบฝกหัดบทที่ 2

แบบฝกหัด 2.1.1
1. 760 คน

2. 11 ชั่วโมง

3. ≈ 261 มิลลิกรัม และ ≈ 41 วัน

4. ≈ 48 มิลลิกรัม และ ≈ 32, 339 ป

5. 2.84× 10−12 กิโลกรัม

6. 15, 600 ป

7. 13.3 นาที และ 18◦C

8. T (1) = 36.67◦F และใชเวลา ≈ 3.06 นาที

9. ≈ 81.1 ปอนด

10. 64.38 ปอนด
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แบบฝึึกหดัท่่ 2.1.1

เฉล่ยแบบฝึกึหดับทท่� 2

เฉล่ยแบบฝึกึหดั



3.4

J(S, I, R) =




−βI − µ −βS σ

βI βS − γ − d− µ 0

0 γ −µ− σ




J

(
α

µ
, 0, 0

)
=




−µ −βα
µ

σ

0 βα
µ
− γ − d− µ 0

9 γ −µ− σ




det

(
J

(
α

µ
, 0, 0

)
− λI

)
=

���������

−µ− λ −βα
µ

σ

0 βα
µ
− γ − d− µ− λ 0

0 γ −µ− σ − λ

���������
= 0

(−µ− λ)

(
βγ

µ
− γ − d− µ− λ

)
(−µ− σ − λ) = 0

∴ λ1 = −mu < 0, λ3 = −µ− σ < 0 และ λ2 =
βα

µ
− γ − d− µ

เนื่องจาก R0 =
αβ

µ(γ + d+ α)
เมื่อ R0 < 1 จะทำให αβ

µ
< γ + d+ µ

จะไดวา λ2 < 0 เมื่อ R0 < 1

ดังนั้น จุดสมดุล DEF จะเสถียร เมื่อ R0 < 1
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ภาคผนวก
สมการเชิงอนุพันธสามัญ ระบบสมการเชิง
อนุพันธและการหาผลเฉลย

ในหัวขอนี้จะพูดถึงความรูพื้นฐานสำหรับใชในการวิเคราะหหาผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพันธสามัญและระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง
คำศัพทเฉพาะทาง
อนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกชัน y = f(t) สามารถเขียนไดในรูป dy

dt
, y

′
, ẏ

สำหรับอนุพันธอันดับที่ n สามารถเขียนไดในรูป dny

dtn
, y(n)

สมการเชิงอนุพันธสามัญ (Ordinary Differential Equations: ODEs) คือ สมการที่ แสดง
ความสัมพันธระหวางฟงกชันและอนุพันธของฟงกชันนั้น ซึ่งมีตัวแปรอิสระเพียงตัวแปรเดียว เชน

F (t, y, y
′
, y

′′
, . . . , y(n)) = 0

อันดับ (order) คือ ดีกรีที่สูงที่สุดของอนุพันธ ในที่นี้ คือ n

เชน
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ภาคำผนำวก
สมการื่เชิงิอนำพัุันำธ์์สามญั รื่ะบบสมการื่เชิงิ

อนำพัุันำธ์์แล่ะการื่หาผล่เฉล่ย



ตััวแบบเชิงิคณิติัศาสตัร์ด้์้วยสมการ์เชิงิอนุุพัันุธ์์เบ้�องต้ันุ
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• สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง (First - order) ⇒ dx

dt
− kx = 0 นั่นคือ

dx

dt
= kx

• สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสอง (Second - order) ⇒ a
dx2

dt2
+ b

dx

dt
+ cx = 0

ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญ คือ ฟงกชัน y = f(t) ที่สอดคลองกับสมการสำหรับ
ทุกตัวแปรอิสระ (t) พิจารณาสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้ ซึ่งเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ n

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−2y
′′
+ an−1y

′
+ any = g(t)

สมการดังกลาวขางตน เรียกวา สมการเอกพันธ (homogeneous) เมื่อ g(t) = 0

ตัวอยางสมการเชิงอนุพันธสามัญ

1. สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสองที่ไมเอกพันธและไมเชิงเสน

d2x

dt2
+ 5x

dx

dt
+ x3 = cos t

ตัวแปรอิสระ คือ t และฟงกชันไมทราบคา คือ x(t)

2. สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสี่ที่เชิงเสน และเอกพันธที่ประกอบดวยสัมประสิทธิ์
ที่ไมเปนคาคงตัว

d4x

dt4
+ 4t

dx

dt
+ t3x = 0

ตัวแปรอิสระ คือ t และฟงกชันไมทราบคา คือ x(t)
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3. สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับที่ n เชิงเสน และเอกพันธที่ประกอบดวยสัมประสิทธิ์
ที่เปนคาคงตัว

a
dny

dtn
+ b

dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ p(y) = 0

โดยที่ a, b, . . . , p เปนคาคงตัว ตัวแปรอิสระ คือ t และฟงกชันไมทราบคา คือ y(t)

ในหัวขอนี้ เราจะอธิบายถึงการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญเอกพันธและ
มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวและระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง โดยแบงเปน

(i) สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง
สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่งที่งายที่สุด คือ

dx

dt
− kx = 0 (5.3.15)

ซึ่งมีผลเฉลยคือ x(t) = xoe
kt (5.3.16)

โดย x0 คือ คาเริ่มตนของ x ณ เวลา t = 0

(ii) สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสอง
พิจารณาสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสอง

a
d2x

dt2
+ b

dx

dt
+ cx = 0 (5.3.17)

โดยกำหนดให a, b, c เปนคาคงตัว
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หนังสือแนะนำ�

	 ฟัังก์์ชัันเมทริิก์ซ์์วางนัยทั�วไปเป็นฟัังก์์ชััน 

ค่่าจำำานวนเชิังซ้์อนบนปริิภููมิเมทริิก์ซ์์จัำตุุรัิส	 (ภูาค่ขยาย 

ของฟัังก์์ชัันดีีเทอริ์มิแนนต์ุ)	 ซ่์�งถููก์นิยามไว้ในปีค่ริิสต์ุ-

ศััก์ริาชั	 1918	 โดียนัก์ค่ณิิตุศัาสตุร์ิชัาวรัิสเซี์ยนามว่า 

อิสไซ์	ชูัร์ิ	หลัังจำาก์นั�นฟัังก์์ชัันนี�ได้ีถููก์ศ่ัก์ษาอยา่งก์ว้างขวาง	

ทั�งทางทฤษฎีีแลัะทางก์าริปริะยุก์ต์ุ	หนังสือเล่ัมนี�	มุ่งเน้น

อธิิบายถู่งสมบัติุตุ่าง	ๆ	ของฟัังก์์ชัันเมทริิก์ซ์์วางนัยทั�วไป	

โดียแสดีงให้เห็นถู่งเทค่นิค่ก์าริพิิสูจำน์ที�น่าสนใจำ	 ริวมถู่ง

ก์ารินำาสมบัติุที�ได้ีไปปริะยุก์ต์ุใช้ัในพีิชัค่ณิิตุเชิังหลัายเส้น	

ทฤษฎีีเมทริิก์ซ์์	 ทฤษฎีีก์าริไม่แปริผััน	 แลัะทฤษฎีีก์ริาฟั 

อีก์ทั�งได้ีเสนอข้อค่วาม	 ค่าดีก์าริณ์ิ	 แลัะปัญหาปลัายเปิดี

ที�เกี์�ยวข้องกั์บฟัังก์์ชัันเมทริิก์ซ์์วางนัยทั�วไปไว้อย่าง 

หลัาก์หลัาย	เพืิ�อให้ผู้ัอ่านนำาไปวิจัำยตุ่อยอดีตุ่อไป

300
บาท

ผู้แต่ง : รศ. ดร.กิจติ รอดเทศ

ฟังก์ชันเมทริกซ์วางนัยทั่วไป

	 ค่ณิิตุศัาสตุร์ิแลัะสถิูติุเป็นหัวใจำหลััก์ของอุตุสาหก์ริริมปริะกั์นภัูย	 ก์าริทำาปริะกั์นเป็น 

ข้อตุก์ลังริะหว่าง	“ผู้ัเอาปริะกั์น”	กั์บ	“ผู้ัให้ปริะกั์น”	โดียมี	“ก์ริมธิริริม์”	เป็นพัินธิสัญญาที�ริะบุ

ว่าผู้ัเอาปริะกั์นตุ้องจ่ำายเบี�ยปริะกั์นเท่าใดี	แลัะจำะได้ีรัิบผัลัปริะโยชัน์ใดีบ้าง	ซ่์�งริายลัะเอียดีตุ่าง	ๆ 	

ที�ริะบุจำะไม่สามาริถูแก์้ไขได้ีหลัังจำาก์เซ็์นสัญญาร่ิวมกั์นแล้ัว	 สิ�งสำาคั่ญที�สุดีในก์ริมธิริริม์	 คื่อ 

เบี�ยปริะกั์นเรีิยก์เก็์บแลัะเงินผัลัปริะโยชัน์	ซ่์�งจำะตุ้องมีก์าริค่ำานวณิ	อยา่งริอบค่อบโดียใช้ัหลััก์สถิูติุ

แลัะค่ณิิตุศัาสตุร์ิที�สำาคั่ญหนังสือเล่ัมนี�	 ริวบริวมหลััก์ค่ณิิตุศัาสตุร์ิแลัะสถิูติุพืิ�นฐานที�เกี์�ยวข้อง 

เพืิ�อเป็นปริะโยชัน์ตุ่อก์าริตุ่อยอดี	 องค์่ค่วามรู้ิให้กั์บผู้ัอ่าน	 โดียหลััก์ปริะกั์นภัูยในก์าริปริะกั์น 

ชีัวิตุเพีิยงอย่างเดีียว

380
บาท

ผู้แต่ง : ผศ. ดร.ชัยรัตน์ มดนาค

คณิตศาสตร์ประกันชีวิตเบื้องต้น

	 ก์าริบริิหาริแลัะก์าริจัำดีก์าริศ่ัก์ษาสู่ก์าริพัิฒนาที�ยั�งยืน	

เป็นจุำดีเริิ�มตุ้นแลัะเป็นริาก์ฐานสำาคั่ญในก์าริพิัฒนาปริะเทศัชัาตุิ	

อันเกิ์ดีจำาก์ก์าริหล่ัอหลัอมให้รัิก์ในก์าริศ่ัก์ษา	รัิก์ในค่วามรู้ิ	รัิก์ชัาติุ	

รัิก์ศัาสนา	 แลัะรัิก์พิริะมหาก์ษัตุริิย์	 สร้ิางวัฒนธิริริมอันดีีงาม 

ในค่วามเป็นปริะเทศัไทย	ค่รูิแลัะบุค่ลัาก์ริทางก์าริศ่ัก์ษาทุก์ท่าน

ตุ้องศ่ัก์ษาแลัะเรีิยนรู้ิพิริ้อมนโยบายจำาก์ริัฐบาลัสู่ก์าริพิัฒนา 

ให้เกิ์ดีปริะสทิธิิผัลัในตุวัผู้ัเรีิยนให้มาก์ที�สุดี	โดียยด่ีหลััก์ก์าริทฤษฎีี

สู่แนวทางในก์าริปฏิิบัติุที�เป็นรูิปธิริริมสามาริถูก์ริะทำาได้ีจำริิงเกิ์ดี

ผัลัลััพิท์ตุามดัีชันีตัุวบ่งชีั�แลัะส่งถู่งผัลัก์ริะทบตุามมาตุริฐาน 

ก์าริศ่ัก์ษาของชัาติุ	 ทั�งนี� ตุ้องค่ำาน่งถู่งค่วามหลัาก์หลัายใน

วัฒนธิริริมเชิังพืิ�นที�แลัะบริิบทที�มีค่วามแตุก์ตุ่างทางเชืั�อชัาติุ 

ก์าริก์ำาเนิดีแลัะก์าริเปลีั�ยนแปลังภูายใตุ้เศัริษฐกิ์จำฐานค่วามรู้ิ 

สู่ก์าริพัิฒนาที�ยั�งยืนแลัะค่วามเป็นพิลัเมืองที�ดีีตุ่อก์าริพัิฒนา

ปริะเทศัชัาติุสืบไป
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บาท

การบริหารและการจัดการ
ศึกษาสู่การพัฒนาที่ยั่งยืน

ผู้แต่ง : 

รศ. ดร.ธีรศักดิ์ อุปรมัย อุปไมยอธิชัย 

ผศ. ดร.สุุชาติ บางวิเศษ



	 “งานวิจัำยมีหลัายปริะเภูท	 แตุ่ลัะปริะเภูท 

มีขั�นตุอน	 ก์ริะบวนก์าริแลัะก์าริให้ค่ำาตุอบที�แตุก์ตุ่างกั์น	

งานวิจัำยที�เป็นเชิังคุ่ณิภูาพิ	ก็์เป็นปริะเภูทหน่�ง	ที�มีขั�นตุอน	

ก์ริะบวนก์าริ	 แลัะก์าริให้ค่ำาตุอบที�นำาไปใช้ัปริะโยชัน์ได้ี 

ในรูิปแบบของก์าริอธิิบาย	 ให้รู้ิถู่งภููมิหลัังที�มา	 สภูาพิ

ปัจำจุำบัน	แลัะอนาค่ตุ	ได้ีเป็นอย่างดีี	หนังสือเล่ัมนี�	ได้ีก์ล่ัาว

ถู่ง	 ขั�นตุอน	 ก์ริะบวนก์าริในก์าริได้ีมาซ่์�งค่ำาตุอบของงาน

วิจัำย	เชิังคุ่ณิภูาพิอยา่งลัะเอียดี	ตุามปริะสบก์าริณิที์�ผู้ัเขียน

ได้ีริวบริวมมา”

ระเบียบวิธีวิจัยเชิงคุณภาพ : จากแนวคิดทฤษฎี

สู่การปฎิบัติ
ผู้แต่ง: ผศ. ดร.จักรพันธ์ เพ็ชรภูมิ ผู้แต่ง : ผศ. ดร.ชำานาญ ปาณาวงษ์

ทฤษฎีสนามควอนตัม 

Quantum Field Theory
ผู้แต่ง: ผศ. ดร.พิเชฐ วณิชชาพงศ์เจริญ

	 เมื�อผู้ัป่วยมาปร่ิก์ษาแพิทย์ด้ีวยอาก์าริตุ่าง	 ๆ	 แพิทย์ 

จำะตุ้องซั์ก์ถูามปริะวัติุอาก์าริเจ็ำบป่วยแลัะตุริวจำร่ิางก์ายผู้ัป่วย 

ซ่์�งถืูอเป็นทัก์ษะที�สำาคั่ญมาก์แลัะตุ้องฝึึก์ฝึนอย่างสมำ�าเสมอ 

ก์าริที�แพิทย์จำะทริาบปริะวัติุอาก์าริเจ็ำบป่วยแลัะค่วามผิัดีปก์ติุ 

จำาก์ก์าริตุริวจำร่ิางก์ายอย่างค่ริบถู้วนแลัะถููก์ตุ้องได้ีนั�น	 นอก์จำาก์

จำะตุ้องมีค่วามรู้ิทางวิชัาแพิทยแ์ล้ัว	ยังตุ้องมีค่วามรู้ิค่วามสามาริถู

ในก์าริสื�อสาริแลัะมีสัมพัินธิภูาพิที�ดีีก์ับผู้ัป่วย	 ข้อมูลัที�ถููก์ตุ้อง 

จำะนำาไปสู่ก์าริดูีแลัรัิก์ษาที�ถููก์ตุ้องด้ีวย	 ก์าริซั์ก์ถูามปริะวัติุ 

ก์าริเจ็ำบป่วยแลัะก์าริตุริวจำริ่างก์ายจ่ำงถืูอเป็นศิัลัปะอย่างหน่�ง 

ที�ช่ัวยนำาไปสู่ก์าริรัิก์ษาผู้ัป่วยให้หายจำาก์โริค่ภัูยไข้เจ็ำบ	อันเป็นจุำดี

มุ่งหมายสูงสุดีของแพิทย์ทุก์ค่น

	 ทฤษฎีีสนามค่วอนตัุม	 คื่อ	 ก์ริอบของทฤษฎีีที�อธิิบายสนามที�มีสมบัติุทางค่วอนตัุม	

โดียที�สนามค่ือฟัังก์์ชัันของตุำาแหน่งในก์าลัอวก์าศั	 หนังสือเล่ัมนี�เขียนข่�นเพืิ�ออธิิบาย 

หลััก์ก์าริ	แนวคิ่ดี	แลัะก์าริค่ำานวณิในทฤษฎีีสนามค่วอนตัุม	โดียเน้นอภิูปริายปริะเด็ีนของ

ก์ารินำาทฤษฎีีสนามค่วอนตัุมไปอธิิบายหัวข้อที�เกี์�ยวข้องกั์บฟิัสิก์ส์อนุภูาค่	 โดียมีปริะเด็ีน

หลััก์	 ได้ีแก่์	 ค่วามรู้ิเบื�องตุ้นที�เป็นพืิ�นฐานสำาหริับก์าริศ่ัก์ษาทฤษฎีีสนามค่วอนตุัม 

ก์าริวิเค่ริาะห์สนามอิสริะ	 ก์าริวิเค่ริาะห์ทฤษฎีีสนามสเก์ลัาร์ิที�มีอันตุริกิ์ริิยาในตัุว 

ก์าริวิเค่ริาะห์พิลัศัาสตุร์ิไฟัฟ้ัาเชิังค่วอนตัุมริวมทั�งตัุวอย่างทิศัทางก์าริพัิฒนาของเนื�อหา 

ที�นอก์เหนือจำาก์ที�อภิูปริายในส่วนหลััก์	หนังสือเล่ัมนี�เหมาะสำาหรัิบผู้ัสอนริะดัีบบัณิฑิิตุศ่ัก์ษา	

หรืิอก์าริศ่ัก์ษาค้่นค่ว้าด้ีวยตุนเอง	เนื�องจำาก์อธิิบายแนวคิ่ดีก์าริวิเค่ริาะห์	แลัะวิธีิก์าริค่ำานวณิ

โดียลัะเอียดี	ริวมทั�ง	มีก์าริวิจำาริณ์ิปริะเด็ีนที�สำาคั่ญแลัะสรุิปท้ายบท	เพืิ�อให้ผู้ัอ่านตุริวจำสอบ

ค่วามเข้าใจำ	แลัะทริาบค่วามเชืั�อมโยงเบื�องตุ้นกั์บเนื�อหาอื�น	นอก์จำาก์นี�	หนังสือเล่ัมนี�ยังมี

โจำทย์ปัญหาแลัะเฉลัย	เพืิ�อให้ผู้ัอ่านได้ีเสริิมค่วามเข้าใจำในเนื�อหา

วิจัยเชิงปฏิบัติการ แก้ไขปัญหา

สาธารณสุขในชุมชน
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