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เรื่่�องเล่่าจากปก
	ภ าพวาดหน้้าปกเป็็นรูปสะพานไม้้ท่ี่�รู้้�จักกัันในนาม “Mathematical bridge” เป็็นสะพาน

ท่ี่�สร้้างสำำ�หรัับไว้้ข้้ามช่่วงหน่ึ่�งของแม่่น้ำำ��แคมบริิเวณ Queens’ College มหาวิิทยาลััยเคมบริิดจ์ 

ณ สหราชอาณาจัักร สะพานนี้้�ถููกสร้้างขึ้้�นในปี ค.ศ. 1749 โดย James Essex the Younger 

ด้้วยฝีีมืือการออกแบบโดยช่่างไม้้ท่ี่�มีีชื่่�อเสีียง William Etheridge ซ่ึ่�งได้้สานต่องานออกแบบ 

อีีกทอดหน่ึ่�งมาจาก James King ต่่อมาสะพานนี้้�ได้้รัับการซ่อมแซมและสร้้างใหม่่อีีก 2 ครั้้�ง 

ในปี ค.ศ. 1866 และ ค.ศ. 1905 โดยยัังคงรัักษาโครงสร้้างการออกแบบเดิิม 

	 สะพานนี้้�สร้้างโดยใช้้ท่่อนไม้้มาเชื่่�อมต่่อกััน จะสัังเกตได้้ว่่าแม้้ว่่าสะพานจะดููเป็็นลักษณะโค้้ง 

ทว่่าก็็สร้้างด้้วยท่่อนไม้้ตรงมาต่่อกัันทั้้�งสิ้้�น ส่่วนล่างของสะพานมีีโครงสร้้างโค้้งซ่ึ่�งเป็็นส่วนโค้้ง 

ของวงกลม ในส่่วนล่่างของสะพานนี้้� ท่่อนไม้้แต่่ละท่่อนวางในแนวเส้้นสัมผััสเส้้นโค้้งของวงกลม 

โดยนำำ�มาวางเรีียงต่่อกัันในมุมท่ี่�ให้้เกิิดการดึึงและการอัดแน่่นเพีียงพอท่ี่�จะทำำ�ให้้สะพาน 

มีีความแข็็งแรงมากพอ นอกจากนี้้� จุุดที่�ท่่อนไม้้ตััวแทนเส้้นสัมผััสวงกลมตััดกันก็จะเชื่่�อมต่่อ 

ด้้วยท่่อนไม้้ในแนวรััศมีีของวงกลม นั่่�นคืือ ตั้้�งฉากกัับเส้้นสัมผััสของวงกลม ซ่ึ่�งท่่อนไม้้เหล่่านี้้�ก็็จะ 

ไปเชื่่�อมด้้วยราวไม้้ด้้านบนในรููปแบบโครงตาข่่ายเพื่่�อให้้โครงสร้้างของสะพานแข็็งแกร่่งมากขึ้้�น 

และน่ี่�ก็็เป็็นเรื่่�องราวที่�นำำ�มาสู่่�ชื่่�อสะพานคณิิตศาสตร์ ซ่ึ่�งสะพานไม้้แห่่งนี้้�ยัังคงเป็็นเสน่่ห์์ของเมืือง 

เคมบริิดจ์ ให้้ผู้้�คนได้้มาท่่องเท่ี่�ยวและเยี่่�ยมชม นัับแต่่นั้้�นเป็็นต้นมาจวบจนปัจจุบััน



คำนำ
ในโลกแหงความเปนจริง มีปญหามากมายที่จะตองดำเนินการหาทางจัดการแกไข โดย

ปญหามีตั้งแตระดับเล็กนอยไปจนถึงระดับใหญ เสี่ยงนอยไปจนถึงเสี่ยงมาก บางปญหาอาจใชเงิน
ลงทุนสูงในการแกไขหรือทดลองเพื่อใหไดมาซึ่งคำตอบยอยกอนที่จะนำไปสูคำตอบโดยรวม หรือบาง
ปญหาอาจจะสงผลกระทบตอชีวิตและทรัพยสินของมนุษย เปนจำนวนมาก ดังนั้น แนวทางหนึ่ง
ในการแกปญหาบางประเภทเพื่อลดอัตราการเสี่ยงตอชีวิตและทรัพยสินและประหยัด เวลาก็คือ
การนำความรูทางคณิตศาสตรมาชวยในการแกปญหาเหลานี้ ซึ่งก็คือ การนำตัวแบบเชิงคณิตศาสตร
มาชวยในการตอบปญหาจากสถานการณจริง

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร หรือmathematical model คือตัวแทนสถานการณหรือโจทย
ปญหาตาง ๆ ที่ตองการหาคำตอบซึ่งเขียนในรูปแบบสัญลักษณทางคณิตศาสตร ฟงกชันหรือสมการ
ทางคณิตศาสตร ทั้งนี้ เพื่อให เกิดความเขาใจสถานการณหรือปญหานั้น ๆ ทั้ง เชิงปริมาณและเชิง
คุณภาพมากขึ้น และเพื่อทำนายพฤติกรรมหรือกลไกทางพลศาสตรของสถานการณนั้น ๆ มากขึ้น
โดยในหนังสือเลมนี้จะเนนที่ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ

ผูเขียนไดเขียนและเรียบเรียงหนังสือเลมนี้ขึ้นสำหรับผูที่เริ่มตนศึกษาและสนใจในเรื่องการ
ประยุกตใชสมการเชิงอนุพันธและการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโดยใชสมการเชิงอนุพันธสำหรับ
ตอบปญหาในสถานการณจริงตาง ๆ ซึ่งสามารถใชในการเรียนการสอนในระดับปริญญาตรี และ/
หรือปริญญาโท เพื่อเปนแนวทางในการทำวิจัยทางคณิตศาสตรประยุกตตอไปไดทั้งในมหาวิทยาลัย
ของรัฐและเอกชนที่เปดสอนหลักสูตรที่มีเนื้อหาดังกลาว รวมทั้งผูที่สนใจในดานนี้สามารถนำไปใช
ประโยชนในการประกอบการเรียนการสอนเพิ่มเติมได โดยในหนังสือเลมนี้ ผูเขียนไดเขียนไวทั้งหมด
5 บท โดยมีกรอบความคิดของแตละบท ดังนี้

ผู เขียนเริ่มบทที่ 1 ดวยการใหความหมายของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร วัตถุประสงคของ
การสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร อธิบายกระบวนการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรในแตละขั้นตอน
เนนย้ำความสำคัญของตัวแบบเชิงคณิตศาสตรวาทำไมเราจึงสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร และอธิบาย
ประเภทตัวแบบเชิงคณิตศาสตร วามีหลายประเภทขึ้นอยู กับวา เราจำแนกประเภทดวยอะไร แม
กระนั้นการแกปญหาทางคณิตศาสตรก็มีขอจำกัด ผูเขียนจึงเขียนปดทายบทที่ 1 ดวยเรื่องขอจำกัด
ของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

คำำ�นำำ� ในบทที่ 2 ผู เขียนอธิบายการประยุกตใชสมการเชิงอนุพันธทั้งอันดับหนึ่งและอันดับสูง
ในการสรางเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอยางงายสำหรับอธิบายหรือแกปญหาสถานการณที่ไมซับซอน
มาก โดยตัวแบบเชิงคณิตศาสตรมีทั้งที่เปนเชิงเสน ไมเชิงเสน และที่ตองใชระบบสมการเชิงอนุพันธ
ตัวอยางโจทยปญหาในบทนี้ก็รวมสถานการณตาง ๆ ของหลายศาสตร เชน เคมี ชีววิทยา ฟสิกส
ประชากรศาสตร เปนตน

เมื่อมีตัวแบบเชิงคณิตศาสตรแลวโดยเฉพาะในกรณีที่ตัวแบบมีความซับซอนมากขึ้น และ
ไมใชสมการเดียวที่สามารถหาผลเฉลยไดโดยตรง การวิเคราะหตัวแบบเพื่อใหไดมาซึ่งคำตอบของ
ปญหาเริ่มตนก็ เปนสิ่งสำคัญ ในบทที่ 3 นี้ ผู เขียนไดอธิบายถึงองคประกอบตาง ๆ ที่ จะตองใช
ในการวิเคราะหตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสำหรับตัวแบบที่ซับซอนขึ้นทั้งเชิงปริมาณและเชิงคุณภาพ
ไดแก การหาจุดสมดุล การเขียนสนามทิศทางเพื่อวาดเสนโคงผลเฉลยโดยสังเขป และความเสถียร
ในรูปแบบตาง ๆ ของจุดสมดุลของตัวแบบ

ในบทที่ 4 ผู เขียนไดอธิบายและยกตัวอยางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ ซับซอนขึ้นและ
เกี่ยวของกับสถานการณในชีวิตประจำวันที่นักคณิตศาสตรไดสรางเพื่อศึกษาและเพิ่มความเขาใจ
ในหลาย ๆ ศาสตร เชน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอธิบายความสัมพันธของน้ำตาลกลูโคสและฮอรโมน
อินซูลิน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ แบงรางกายเปนสวน ๆ (compartmental model) ตัวแบบ
เชิง คณิตศาสตร อธิบาย กลไก การ ดูด ซึม สาร อาหาร ของ แบคทีเรีย นอกจากนี้ ผู เขียน ก็ได อธิบาย
ตัวแบบที่เกี่ยวของกับพลศาสตรประชากร เชน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรผูลา-เหยื่อ และตัวแบบเชิง
คณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับโรคติดตอ ซึ่งเนื้อหาใน 4 บทแรกนี้ผูเขียนไดเพิ่มแบบฝกหัดพรอมเฉลย
สำหรับผูอานไวในแตละบท เพื่อใหผูอานไดเขาใจเนื้อหาไดดียิ่งขึ้นไป

สำหรับในบทที่ 5 ผูเขียนไดเขียนรวบรวมตัวอยางของตัวแบบเชิงคณิตศาสตรในงานวิจัย
จริงของนักวิจัย ไมวาจะเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโรคเบาหวาน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรผูลา-เหยื่อ
ในกรณีของกลุมสัตวตาง ๆ รวมไปถึงตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโรคติดตอที่เกิดขึ้นทั้งในมนุษย สัตว พืช
และระดับเซลล ทั้งนี้เพื่อใหผูอานไดเห็นถึงแนวทางการทำวิจัยสำหรับคณิตศาสตรประยุกตในดานนี้

ผูเขียนหวังเปนอยางยิ่งวาหนังสือเลมนี้จะเปนประโยชนกับผูอาน และเปนแรงบันดาลใจ
ในการทำวิจัยทางดานตัวแบบเชิงคณิตศาสตรนี้ ผู เขียนยินดีรับฟงขอเสนอแนะและหากมี
ขอผิดพลาดใดในหนังสือเลมนี้ ผูเขียนยินดีนอมรับเพื่อนำมาพิจารณาปรับปรุงตอไป



คำนำ
ในโลกแหงความเปนจริง มีปญหามากมายที่จะตองดำเนินการหาทางจัดการแกไข โดย

ปญหามีตั้งแตระดับเล็กนอยไปจนถึงระดับใหญ เสี่ยงนอยไปจนถึงเสี่ยงมาก บางปญหาอาจใชเงิน
ลงทุนสูงในการแกไขหรือทดลองเพื่อใหไดมาซึ่งคำตอบยอยกอนที่จะนำไปสูคำตอบโดยรวม หรือบาง
ปญหาอาจจะสงผลกระทบตอชีวิตและทรัพยสินของมนุษย เปนจำนวนมาก ดังนั้น แนวทางหนึ่ง
ในการแกปญหาบางประเภทเพื่อลดอัตราการเสี่ยงตอชีวิตและทรัพยสินและประหยัด เวลาก็คือ
การนำความรูทางคณิตศาสตรมาชวยในการแกปญหาเหลานี้ ซึ่งก็คือ การนำตัวแบบเชิงคณิตศาสตร
มาชวยในการตอบปญหาจากสถานการณจริง

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร หรือmathematical model คือตัวแทนสถานการณหรือโจทย
ปญหาตาง ๆ ที่ตองการหาคำตอบซึ่งเขียนในรูปแบบสัญลักษณทางคณิตศาสตร ฟงกชันหรือสมการ
ทางคณิตศาสตร ทั้งนี้ เพื่อให เกิดความเขาใจสถานการณหรือปญหานั้น ๆ ทั้ง เชิงปริมาณและเชิง
คุณภาพมากขึ้น และเพื่อทำนายพฤติกรรมหรือกลไกทางพลศาสตรของสถานการณนั้น ๆ มากขึ้น
โดยในหนังสือเลมนี้จะเนนที่ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ

ผูเขียนไดเขียนและเรียบเรียงหนังสือเลมนี้ขึ้นสำหรับผูที่เริ่มตนศึกษาและสนใจในเรื่องการ
ประยุกตใชสมการเชิงอนุพันธและการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโดยใชสมการเชิงอนุพันธสำหรับ
ตอบปญหาในสถานการณจริงตาง ๆ ซึ่งสามารถใชในการเรียนการสอนในระดับปริญญาตรี และ/
หรือปริญญาโท เพื่อเปนแนวทางในการทำวิจัยทางคณิตศาสตรประยุกตตอไปไดทั้งในมหาวิทยาลัย
ของรัฐและเอกชนที่เปดสอนหลักสูตรที่มีเนื้อหาดังกลาว รวมทั้งผูที่สนใจในดานนี้สามารถนำไปใช
ประโยชนในการประกอบการเรียนการสอนเพิ่มเติมได โดยในหนังสือเลมนี้ ผูเขียนไดเขียนไวทั้งหมด
5 บท โดยมีกรอบความคิดของแตละบท ดังนี้

ผู เขียนเริ่มบทที่ 1 ดวยการใหความหมายของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร วัตถุประสงคของ
การสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร อธิบายกระบวนการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรในแตละขั้นตอน
เนนย้ำความสำคัญของตัวแบบเชิงคณิตศาสตรวาทำไมเราจึงสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร และอธิบาย
ประเภทตัวแบบเชิงคณิตศาสตร วามีหลายประเภทขึ้นอยู กับวา เราจำแนกประเภทดวยอะไร แม
กระนั้นการแกปญหาทางคณิตศาสตรก็มีขอจำกัด ผูเขียนจึงเขียนปดทายบทที่ 1 ดวยเรื่องขอจำกัด
ของตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

ในบทที่ 2 ผู เขียนอธิบายการประยุกตใชสมการเชิงอนุพันธทั้งอันดับหนึ่งและอันดับสูง
ในการสรางเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอยางงายสำหรับอธิบายหรือแกปญหาสถานการณที่ไมซับซอน
มาก โดยตัวแบบเชิงคณิตศาสตรมีทั้งที่เปนเชิงเสน ไมเชิงเสน และที่ตองใชระบบสมการเชิงอนุพันธ
ตัวอยางโจทยปญหาในบทนี้ก็รวมสถานการณตาง ๆ ของหลายศาสตร เชน เคมี ชีววิทยา ฟสิกส
ประชากรศาสตร เปนตน

เมื่อมีตัวแบบเชิงคณิตศาสตรแลวโดยเฉพาะในกรณีที่ตัวแบบมีความซับซอนมากขึ้น และ
ไมใชสมการเดียวที่สามารถหาผลเฉลยไดโดยตรง การวิเคราะหตัวแบบเพื่อใหไดมาซึ่งคำตอบของ
ปญหาเริ่มตนก็ เปนสิ่งสำคัญ ในบทที่ 3 นี้ ผู เขียนไดอธิบายถึงองคประกอบตาง ๆ ที่ จะตองใช
ในการวิเคราะหตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสำหรับตัวแบบที่ซับซอนขึ้นทั้งเชิงปริมาณและเชิงคุณภาพ
ไดแก การหาจุดสมดุล การเขียนสนามทิศทางเพื่อวาดเสนโคงผลเฉลยโดยสังเขป และความเสถียร
ในรูปแบบตาง ๆ ของจุดสมดุลของตัวแบบ

ในบทที่ 4 ผู เขียนไดอธิบายและยกตัวอยางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ ซับซอนขึ้นและ
เกี่ยวของกับสถานการณในชีวิตประจำวันที่นักคณิตศาสตรไดสรางเพื่อศึกษาและเพิ่มความเขาใจ
ในหลาย ๆ ศาสตร เชน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอธิบายความสัมพันธของน้ำตาลกลูโคสและฮอรโมน
อินซูลิน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ แบงรางกายเปนสวน ๆ (compartmental model) ตัวแบบ
เชิง คณิตศาสตร อธิบาย กลไก การ ดูด ซึม สาร อาหาร ของ แบคทีเรีย นอกจากนี้ ผู เขียน ก็ได อธิบาย
ตัวแบบที่เกี่ยวของกับพลศาสตรประชากร เชน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรผูลา-เหยื่อ และตัวแบบเชิง
คณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับโรคติดตอ ซึ่งเนื้อหาใน 4 บทแรกนี้ผูเขียนไดเพิ่มแบบฝกหัดพรอมเฉลย
สำหรับผูอานไวในแตละบท เพื่อใหผูอานไดเขาใจเนื้อหาไดดียิ่งขึ้นไป

สำหรับในบทที่ 5 ผูเขียนไดเขียนรวบรวมตัวอยางของตัวแบบเชิงคณิตศาสตรในงานวิจัย
จริงของนักวิจัย ไมวาจะเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโรคเบาหวาน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรผูลา-เหยื่อ
ในกรณีของกลุมสัตวตาง ๆ รวมไปถึงตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโรคติดตอที่เกิดขึ้นทั้งในมนุษย สัตว พืช
และระดับเซลล ทั้งนี้เพื่อใหผูอานไดเห็นถึงแนวทางการทำวิจัยสำหรับคณิตศาสตรประยุกตในดานนี้

ผูเขียนหวังเปนอยางยิ่งวาหนังสือเลมนี้จะเปนประโยชนกับผูอาน และเปนแรงบันดาลใจ
ในการทำวิจัยทางดานตัวแบบเชิงคณิตศาสตรนี้ ผู เขียนยินดีรับฟงขอเสนอแนะและหากมี
ขอผิดพลาดใดในหนังสือเลมนี้ ผูเขียนยินดีนอมรับเพื่อนำมาพิจารณาปรับปรุงตอไป



ผู เขียนขอขอบพระคุณอาจารยทุกทานที่ ไดประสิทธิ์ประสาทวิชาความรู แนะนำขอคิด
ดี ๆ และสรางแรงบันดาลใจใหผูเขียนจนไดเขียนหนังสือเลมนี้จนสำเร็จลุลวง ขอขอบคุณทุกคนที่
ชวยเหลือในการจัดทำหนังสือเลมนี้และเปนสวนสำคัญที่ทำใหหนังสือเลมนี้เสร็จลุลวงไปดวยดี
ขอบคุณ คุณกิ๊ฟ ยุคันต สันโดษ จากเพจ YUKAN สำหรับภาพวาดสะพานคณิตศาสตร (Mathe-
matical Bridge) แหง เมือง Cambridge ณ สหราชอาณาจักร ที่ งดงามสำหรับปกหนังสือเลมนี้
ทายนี้ ผูเขียนขอขอบพระคุณบิดาและมารดาที่อบรมเลี้ยงดูและเปนกำลังใจสำคัญในทุกกาวของชีวิต
ซ่ึงเปนพระคุณอันยิ่งใหญหาส่ิงอื่นใดเสมอมิได ขอบคุณนองชายสำหรับความชวยเหลือใน
หลาย ๆ ดาน และขอขอบคุณสามีอันเปนที่รักที่เปนแรงใจอันดีเยี่ยมยามเหนื่อยลา เปนกำลังใจและ
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บทที่ 1

บทนำเกี่ยวกับตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

1.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรคืออะไร
ในโลกแหงความเปนจริง เรามีปญหามากมายที่จะตองแกไขหรือดำเนินการหาทางจัดการ

แกไข ซึ่งปญหาบางปญหามีความเสี่ยงทั้งดานการเงินที่ จะตองลงทุน ใช เงินสูง ในการแกปญหา
หรือบางปญหาอาจจะสงผลกระทบตอชีวิตและทรัพยสินของมนุษยเปนจำนวนมาก เชน การทำนาย
ผลการเลือกตั้ง การทำนายแนวโนมราคาน้ำมัน การทำนายรูปแบบการเจริญเติบโตและการขยายตัว
ของปา การทำนายการระบาดของโรคระบาดตาง ๆ ดังนั้น จึงตองอาศัยตัวแบบ (model) ซึ่งคือ
ตัวแทนวัตถุ ระบบ โปรแกรมคอมพิวเตอร หรือตัวแทนองคประกอบตาง ๆ ของระบบที่ถูกสรางขึ้น
เพื่อศึกษาการทำงานของระบบงานหรือปญหาจริง ตัวแบบขางตนสามารถนำไปทำงานได
หลายรูปแบบ เชน เปนเครื่องมือสำหรับทำนายหรือคาดคะเนผลตาง ๆ ที่ตองการศึกษา หรือเปน
เครื่องมือสำหรับชวยทดสอบประสิทธิผลของเครื่องจักรหรืออุปกรณใด ๆ เปนตน ซึ่งตัวแบบอาจ
ชวยหาคาคำตอบที่แทจริง ไดหรืออาจจะหาไดแคคา โดยประมาณ ตัวแบบมีหลายประเภทตาม
คุณลักษณะ เชน ตัวแบบทางกายภาพ ตัวแบบแอนะล็อก ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร ตัวแบบทางสถิติ
และตัวแบบเชิงคอมพิวเตอร ซึ่งในหนังสือเลมนี้จะอธิบายถึงตัวแบบเชิงคณิตศาสตร (mathemati-
cal model) เทานั้น
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1.1 ตััวแบบเชิงิคณิติศาสตร์ค์ืืออะไร

บทท่ี่� 1
บทนำำ�เก่ี่�ยวกัับตััวแบบเชิงิคณิติศาสตร์์



ตััวแบบเชิงิคณิติศาสตร์ด้์้วยสมการเชิงิอนุุพัันธ์์เบ้ื้�องต้้น

2

ปญหาหรือเหตุการณตาง ๆ ที่กลาวมาขางตนอาจเกี่ยวของหรือไมเกี่ยวของกับคณิตศาสตร
แตวิธีการแกปญหาโดยอาศัยคณิตศาสตรก็สามารถมีบทบาทสำคัญในการไดมาซึ่งคำตอบเบื้องตน
ที่อาจจะนำไปสูคำตอบที่ตอบโจทยโลกแหงความเปนจริงได สำหรับการแกปญหาโดยใชรูปแบบทาง
คณิตศาสตรนั้น เรามักจะออกแบบและสรางสิ่งที่เรียกวา ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตร หรือ mathematical model คือตัวแทนสถานการณหรือโจทย
ปญหาตาง ๆ ที่ตองการหาคำตอบซึ่งเขียนในรูปแบบสัญลักษณทางคณิตศาสตร ฟงกชันหรือ
สมการทางคณิตศาสตร ทั้งนี้เพื่อใหเกิดความเขาใจสถานการณหรือปญหานั้น ๆ ทั้งเชิงปริมาณ
และเชิงคุณภาพมากขึ้น และเพื่อทำนายพฤติกรรมหรือกลไกทางพลศาสตรของสถานการณ
นั้น ๆ มากขึ้น

บทนิยาม 1.1

หลังจากที่ ไดตัวแบบมาก็จะทำการศึกษาความสัมพันธ วิเคราะห และใชกฎเกณฑทาง
คณิตศาสตรแกปญหานั้น ๆ เพื่อใชคำตอบที่ไดมาเปนตัวแทนคำตอบในการตอบปญหาสถานการณ
จริง ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรนั้นสามารถนำไปประยุกตใชไดกับสาขาวิชาตาง ๆ มากมาย เชน สาขา
ทาง วิทยาศาสตร ทุก สาขา ทาง วิศวกรรม ธุรกิจ เศรษฐศาสตร จิตวิทยา วิทยาการ คอมพิวเตอร
การแพทย เปนตน นอกจากนี้ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรมี ระดับความยาก-งายที่ตางกัน ซึ่งมีตั้งแต
ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ มี ตัวแปรเดียว ฟงกชัน เดียว ไปจนถึงตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ มีหลาย
ตัวแปรและมีฟงกชันนับพัน โดยองคประกอบของตัวแบบจะประกอบไปดวย

• ตัวแปร (variable) ซึ่งมีคาเปลี่ยนแปลงตามตัวแปรอื่น ๆ
• ตัวแปรเสริม (parameter) หรือพารามิเตอร เปนตัวแปรที่มีคาไมเปลี่ยนแปลง นั่นคือ

เปนคาคงที่
• รูปแบบฟงกชันตาง ๆ (relational function) แสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรและ

ตัวแปรเสริม
• ขอจำกัด (constraint) คือ ขอจำกัดของคาตัวแปรตาง ๆ
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1.2 วัตถุประสงคของการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร
ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสามารถนำไปใชไดในหลาย ๆ สถานการณและเหตุผล ไดแก
1. ใชสำหรับการตรวจสอบสมมติฐานในสถานการณหรือการทดลองตาง ๆ ที่โดยปกติแลว

จะยากแกการทดลองจริง หรือยากแกการทดสอบสมมติฐานนั้น ๆ
2. ใชสำหรับการหาความสัมพันธของตัวแปรหรือปจจัยตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับระบบหรือ

สถานการณนั้น ๆ และตรวจสอบผลกระทบของตัวแปรหรือปจจัยดังกลาวที่มีตอระบบ
3. ใชสำหรับการทำนายผลตาง ๆ ในอนาคต
4. ใชเปนสวนหนึ่งในการชวยตัดสินใจ

1.3 กระบวนการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

กระบวนการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร ประกอบดวย 6 ขั้นตอนหลัก ดังนี้
• ขั้นที่ 1 ทำความเขาใจปญหา (clarify the problem)
• ขั้นที่ 2 สรางหรือตั้งสมมติฐาน (make assumptions)
• ขั้นที่ 3 กำหนดตัวแปรและความหมายของตัวแปร (define variables)
• ขั้นที่ 4 สรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรและหาผลลัพธ (formulate a mathematical

model and solve for solutions)
• ขั้นที่ 5 วิเคราะหผลที่ไดจากตัวแบบเชิงคณิตศาสตรและประเมินตัวแบบเชิงคณิตศาสตร

(analyse the results and do model assessment)
• ขั้นที่ 6 รายงานผลลัพธ (report the results)
ขั้นตอนทั้งหกขั้นตอนเปนแนวทาง ในการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตร อยางไรก็ตาม

การสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรแตละครั้งนั้น ไมจำเปนที่จะตองทำตามทุกขั้นตอนอยางเครงครัด
ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรไดมาจากการทำขั้นตอนขางตนซ้ำ ๆ กันจนกวาจะไดตัวแบบที่เหมาะสมหรือ
มีผลลัพธเปนที่นาพอใจ โดยที่ขั้นตอนบางขั้นตอนที่สำคัญในบางครั้งอาจจะทำซ้ำมากครั้งกวาขั้นตอน
อื่น ๆ ก็เปนได โดยกระบวนการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรขางตนไดแสดงใหเห็นภาพชัดเจนขึ้น
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บทนยิาม 1.1



บทที่ 2

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการ
เชิงอนุพันธ

ในบทที่ 2 นี้ จะอธิบายการนำสมการเชิงอนุพันธไปใช เปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตร เพื่อ
อธิบายสถานการณตาง ๆ ในชีวิตประจำวัน โดยจะแบงออกเปน 2 หัวขอใหญ ไดแก ตัวแบบเชิง
คณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง และตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับ
สมการเชิงอนุพันธอันดับสูง

2.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ
อันดับหนึ่ง

ในหัวขอยอยนี้ จะไดศึกษาถึงการนำสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งมาใชเปนตัวแบบเชิง
คณิตศาสตร สำหรับศึกษาการเจริญเติบโตของประชากรของสิ่งมีชีวิต การยอยสลายของสารกัมมัน-
ตรังสี การเพิ่มขึ้นหรือลดลงของอุณหภูมิของวัตถุตาง ๆ การผสมสารหรือของเหลว ปฏิกิริยาทางเคมี
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2.1 ตััวแบบเชิงิคณิติศาสตร์ท่์ี่�เก่ี่�ยวข้อ้งกัับสมการเชิงิอนุพัุันธ์์อัันดับหนึ่่�ง

บทท่ี่� 2 
ตััวแบบเชิงิคณิติศาสตร์ท่์ี่�เก่ี่�ยวข้อ้งกัับ 

สมการเชิงิอนุพัุันธ์์

บทที่ 2

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการ
เชิงอนุพันธ

ในบทที่ 2 นี้ จะอธิบายการนำสมการเชิงอนุพันธไปใช เปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตร เพื่อ
อธิบายสถานการณตาง ๆ ในชีวิตประจำวัน โดยจะแบงออกเปน 2 หัวขอใหญ ไดแก ตัวแบบเชิง
คณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง และตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับ
สมการเชิงอนุพันธอันดับสูง

2.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ
อันดับหนึ่ง

ในหัวขอยอยนี้ จะไดศึกษาถึงการนำสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งมาใชเปนตัวแบบเชิง
คณิตศาสตร สำหรับศึกษาการเจริญเติบโตของประชากรของสิ่งมีชีวิต การยอยสลายของสารกัมมัน-
ตรังสี การเพิ่มขึ้นหรือลดลงของอุณหภูมิของวัตถุตาง ๆ การผสมสารหรือของเหลว ปฏิกิริยาทางเคมี
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และการระบายของเหลวผานทางรูในแท็งกน้ำ โดยเนื้อหาในสวนนี้จะครอบคลุมสำหรับทั้งตัวแบบ
เชิงคณิตศาสตรเชิงเสน ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรไมเชิงเสน และตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เปนระบบ
สมการเชิงอนุพันธ

2.1.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเชิงเสน (linear models)

การเจริญเติบโตและการยอยสลาย (growth and decay)

มีสถานการณในชีวิตประจำวันเปนจำนวนมากที่อัตราการเปลี่ยนแปลงของ
บางจำนวน x เปนสัดสวนกับปริมาณของจำนวนนั้น นั่นคือ

dx

dt
= kx สำหรับคาคงที่ k ใด ๆ

โดยผลเฉลยทั่วไปคือ x = Aekt

ตัวอยางสถานการณ เชน
1. ธาตุเรเดียม (radium) ยอยสลายเปลี่ยนไปเปนธาตุยูเรเนียม (uranium)

ถา x(t) แทนปริมาณของธาตุ เรเดียม ณ เวลา t ใด ๆ แลว อัตราการ
เปลี่ยนแปลงของปริมาณของธาตุเรเดียมสามารถเขียนไดเปน dx

dt
= kx ซึ่งในกรณีนี้ k < 0

2. ดอกเบี้ยเงินฝากในธนาคาร (bank interest)
ปริมาณของดอกเบี้ยเงินฝากที่จะไดรับเปนสัดสวนโดยตรงกับเงินฝากที่มี

อยู ณ ขณะนั้น ๆ ในกรณีนี้ k > 0 โดยจะไดผลเฉลยออกมาเปน

x(t) = x0

(
1 +

k

n

)nt
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โดยที่ x คือ เงินทั้งหมดที่จะไดรับ ณ เวลา t ปใด ๆ
x0 คือ เงินตน
k คือ อัตราดอกเบี้ยตอป
n คือ จำนวนครั้ง (งวด) ตอป ที่ไดรับดอกเบี้ย

3. การเจริญเติบโตของสิ่งมีชีวิต
จำนวนสิ่งมีชีวิตที่เกิดใหม ณ เวลา t ใด ๆ เปนสัดสวนโดยตรงตอจำนวน

สิ่งมีชีวิต ณ เวลาปจจุบัน ถา x(t) เปนจำนวนสิ่งมีชีวิต ณ เวลา t ใด ๆ แลว dx

dt
= kx โดยที่

k > 0

ในการเพาะเชื้อแบคทีเรีย จำนวนแบคทีเรียเริ่มตนมีจำนวนเปน P0 หลังจากเวลา
ผานไป 1 ชั่วโมง จำนวนแบคทีเรียจะเพิ่มขึ้นเปน 3

2
P0 ถาอัตราการเจริญเติบโตของแบคทีเรีย

เปนสัดสวนโดยตรงกับจำนวนแบคทีเรีย ณ เวลา t ใด ๆ นั่นคือP (t) จงหาระยะเวลาที่ใชสำหรับ
การเจริญเติบโตของแบคทีเรีย เมื่อตองการจำนวนแบคทีเรียเปน 3 เทาของจำนวนแบคทีเรีย
เริ่มตน

วิธีทำ จากโจทย สามารถเขียนสมการเชิงอนุพันธอธิบายการเจริญเติบโตของแบคทีเรียได
เปน

dP

dt
= kP, เมื่อ P (0) = P0

และเมื่อใชความรูการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง จะไดคำตอบเปน

P (t) = cekt

ซึ่งเมื่อ t = 0 จะมี P (0) = P0 ดังนั้นจะได

ตัวอยาง 2.1 (การเจริญเติบโตของแบคทีเรีย)
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สรุปทายบท
สมการเชิงอนุพันธสามารถนำไปประยุกตใชเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเบื้องตน

เพื่ออธิบายสถานการณตาง ๆ ในชีวิตประจำวันได โดยอาจเริ่มจากสถานการณงาย ๆ ซึ่งใช
สมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง หรือบางสถานการณอาจใชสมการเชิงอนุพันธอันดับสองหรือ
อันดับสูงขึ้นไป ในบทนี้ ผู เขียนไดยกตัวอยางสถานการณตาง ๆ ที่นำสมการเชิงอนุพันธ
มาประยุกตใชเปนตัวแบบ สำหรับตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ
อันดับหนึ่งก็จะแบงเปน 3 หัวขอยอย นั่นคือ ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเชิงเสน (เชน การเจริญ
เติบโตของสิ่งมีชีวิต การยอยสลายของธาตุ การคำนวณอายุของวัตถุโบราณ การเย็นตัวลง
หรือการเพิ่มอุณหภูมิของสิ่งของหรือวัตถุตาง ๆ เปนตน) ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรไมเชิงเสน
(เชน การศึกษาพลศาสตรการเจริญเติบโตของประชากรที่ซับซอนขึ้น เปนตน) และตัวแบบ
เชิงคณิตศาสตรที่เปนระบบสมการเชิงอนุพันธ (เชน ความสัมพันธของสิ่งมีชีวิตตั้งแต 2 ชนิด
ขึ้นไปที่เปนผูลาและเหยื่อตอกัน เปนตน) นอกจากนี้ ผูเขียนก็ไดยกตัวอยางการนำสมการ
เชิงอนุพันธอันดับสูงมาประยุกตใชเปนตัวแบบ เชน การศึกษาการเคลื่อนที่ของวัตถุที่ตกลง
มาจากที่สูงที่อาศัยความรูเรื่องความเร็ว ความเรง มาประกอบ และการศึกษาการเคลื่อนที่
ของวัตถุที่ติดอยูกับสปริง ในบทนี้ ผูอานจะไดเห็นภาพรวมของการนำสมการเชิงอนุพันธไป
ใชเปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเพื่ออธิบายสถานการณตาง ๆ
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บทที่ 3

องคประกอบสำหรับการวิเคราะหตัวแบบเชิง
คณิตศาสตร

ในบทนี้จะกลาวถึงองคประกอบตาง ๆ ที่นำมาใชในการวิเคราะหตัวแบบเชิงคณิตศาสตร
ที่เปนสมการหรือระบบสมการเชิงอนุพันธ ซึ่งตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสวนใหญจะเปนตัวแบบไมเชิง
เสนที่มีความซับซอนในการวิเคราะห ดังนั้นเปาหมายของบทนี้คือจะพยายามทำใหตัวแบบไมเชิง
เสนอยู ในรูปที่ เปนเชิงเสนมากขึ้น เพื่อใหทำการวิเคราะหไดงายขึ้น โดยการวิเคราะหตัวแบบเชิง
คณิตศาสตรในบทนี้นั้นจะเริ่มจากการหาจุดสมดุลของตัวแบบหรือระบบสมการ การทำตัวแบบให
เปนเชิงเสนมากขึ้น ความเสถียรในรูปแบบตาง ๆ และการตรวจสอบดูวาจุดสมดุลของตัวแบบหรือ
ระบบสมการมีความเสถียรแบบใด

3.1 การหาจุดสมดุล (Equilibrium Points or Steady States)

จุดสมดุลหรือภาวะสมดุลคือสถานะของระบบใด ๆ ที่ไมมีการเปลี่ยนแปลง นั่นคือคาของ
ตัวแปรในสมการเชิงอนุพันธหรือระบบสมการเชิงอนุพันธคงที่และจะคงที่แบบนั้นตลอดไป การหา
จุดสมดุลนี้สามารถหาไดจากการกำหนดสมการเชิงอนุพันธหรือระบบสมการเชิงอนุพันธดังกลาวมา
เทากับ 0
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3.1 การหาจุดสมดลุ (Equilibrium Points or Steady States)

บทท่ี่� 3 
องค์์ประกอบสำำ�หรับัการวิเคราะห์ตั์ัวแบบ 

เชิงิคณิติศาสตร์์
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พิจารณาระบบสมการเชิงอนุพันธ

dx

dt
= F (X) (3.1.1)

โดยที่ X = (x1, x2, . . . , xn)
T และ (F1, F3, . . . , Fn)

T

เนื่องจากตัวแปรในระบบสมการเชิงอนุพันธขางตนไมเปลี่ยนแปลงตามเวลา ณ จุดสมดุล
ซึ่งในที่นี้จะแทนดวย X̄ เราสามารถวิเคราะหหาจุดสมดุลทั้งหมดไดจาก

dx̄

dt
= 0 = F (X̄) (3.1.2)

รากของสมการ (3.1.2) คือจุดสมดุล ในระบบสมการเชิงอนุพันธใด ๆ จะมีจุดสมดุล 1 จุดหรือมากกวา
1 จุด หรืออาจจะไมมีจุดสมดุลก็ได

กำหนดระบบสมการเชิงอนุพันธ ดังนี้

dx

dt
= x− xy

dy

dt
= xy − y

จงหาจุดสมดุลของระบบสมการเชิงอนุพันธขางตน

ตัวอยาง 3.1
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วิธีทำ จุดสมดุลสามารถหาไดจากการกำหนด dx
dt

= 0 และ dy
dt

= 0

จะได x− xy = 0

x(1− y) = 0

x = 0 หรือ y = 1

แทน x = 0 ในสมการที่ 2 จะได −y = 0

∴ y = 0

แทน y = 1 ในสมการที่ 2 จะได x− 1 = 0

∴ x = 1

ดังนั้น ระบบสมการเชิงอนุพันธนี้มีจุดสมดุล 2 จุด ไดแก (0, 0) และ (1, 1)

3.2 การทำตัวแบบเชิงคณิตศาสตรหรือระบบสมการเชิงอนุพันธ
ใหเปนเชิงเสนมากขึ้น (Linearization)

ตัว แบบ เชิง คณิตศาสตร หรือ ระบบสมการ เชิง อนุพันธ สวน ใหญ จะอยู ใน รูป ไม เชิง เสน
ซึ่งการวิเคราะหความเสถียรของระบบเหลานี้ทำไดไมงายนัก หนึ่งในวิธีตาง ๆ ที่มักจะใชกันเพื่อทำให
ระบบสมการที่มีอยูวิเคราะหงายขึ้นก็คือ พยายามทำระบบสมการขางตนใหเปนเชิงเสนมากขึ้น โดย
ใชหลักการที่วา “หากระบบเขาใกลจุดสมดุลหรือภาวะสมดุล ระบบนั้น ๆ ก็จะประมาณคาไดในรูป
ของระบบเชิงเสน”

พิจารณาระบบสมการเชิงอนุพันธทั่วไป

dX

dt
= F (X, Y ) (3.2.1)

dY

dt
= G(X, Y ) (3.2.2)
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ตัวอยา่ง 3.1



บทที่ 4

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับ
สถานการณในชีวิตประจำวัน

ในบทที่ 2 เราไดศึกษาถึงตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอยางงายที่เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธ
สำหรับอันดับหนึ่ง อันดับสอง และระบบสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งไปแลว โดยตัวอยางตัวแบบ
เชิงคณิตศาสตรในบทที่ 2 นั้น เราสามารถวิเคราะหหาผลเฉลยเชิงปริมาณได สำหรับในบทนี้เราจะ
ไดศึกษาตัวอยางของตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ซับซอนมากขึ้น และบางตัวแบบเราจะตองอาศัยการ
วิเคราะหโดยใชองคประกอบตาง ๆ ในบทที่ 3 มาหาผลเฉลยเชิงคุณภาพ โดยในบทนี้จะเนนศึกษา
ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรแบบตอเนื่อง (continuous model) เพราะเปนตัวแบบที่พบเจอบอยในชีวิต
ประจำวัน สำหรับเนื้อหาในบทที่ 4 นี้ก็จะแบงออกเปน 2 สวน ไดแก ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรทั่วไป
และตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับพลศาสตรของประชากร
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บทท่ี่� 4 
ตััวแบบเชิงิคณิติศาสตร์ท่์ี่�เก่ี่�ยวข้อ้งกัับ

สถานการณ์ใ์นชีีวิตประจำำ�วัน



ตััวแบบเชิงิคณิติศาสตร์ด้์้วยสมการเชิงิอนุุพัันธ์์เบ้ื้�องต้้น
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4.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรทั่วไป

4.1.1 ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรของพลศาสตรของน้ำตาลกลูโคสและ
ฮอรโมนอินซูลิน

เราสามารถสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสำหรับศึกษาการทำงานของน้ำตาล
กลูโคสและฮอรโมนอินซูลิน ซึ่งจะนำไปสูความเขาใจที่ดีขึ้นของโรคเบาหวาน (diabetes mellitus)
ได โรคเบาหวานแบงออกเปน 2 ชนิด ไดแก

1. ชนิดที่ 1 เกิดจากการที่ β-cell ในตับออนที่ผลิตฮอรโมนอินซูลินถูกทำลาย
มัก เกิด ในผู เยาว สามารถรักษา ได โดยการฉีดฮอรโมนอินซูลิน เพื่อ ควบคุม ระดับน้ำตาล ใน เลือด
ประจำวัน

2. ชนิดที่ 2 เกิดจากการบกพรองของการตอบสนองของฮอรโมนอินซูลิน
เซลลของผูปวยยังคงมีการสรางฮอรโมนอินซูลิน แตทำงานไมเปนปกติ เนื่องจากมีภาวะดื้อตอฮอรโมน
อินซูลิน ทำใหเซลลที่สรางฮอรโมนอินซูลินถูกทำลายไป เบาหวานชนิดนี้พบเห็นเปนสวนใหญ และ
ยังไมมีการรักษาที่แนชัด

ระดับน้ำตาล
ในเลือดลดลง

หน้าที่ของฮอร์โมนอินซูลิน 

• เพิ่มอัตราการนำน้ำตาลกลูโคสไปใช้ 
ในร่างกาย 

• เพิ่มอัตราการเผาผลาญพลังงาน 

• เปลี่ยนน้ำตาลกลูโคสไปเป็นไกลโคเจน 

• สร้างไขมันในร่างกาย 

• สร้างโปรตีนในรูปแบบของกล้ามเนื้อ

เซลล์แอลฟาในตับอ่อน
ปล่อยฮอร์โมนกลูคากอนถูกรบกวน

ทำให้ระดับน้ำตาล
ในเลือดลดลง

ระดับน้ำตาล
ในเลือดเพิ่มขึ้น

เซลล์เบต้าในตับอ่อน
ปล่อยฮอร์โมนอินซูลิน

ทำให้ระดับน้ำตาล
ในเลือดเพิ่มขึ้น

ถูกรบกวน
ระดับน้ำตาล 
ปกติในเลือด 

(70-110 mg/dl)

1

2

3
ตับอ่อน

1
2

3

4

4

หน้าที่ของฮอร์โมนกลูคากอน 

• เพิ่มการแตกตัวของไกลโคเจน 

• เพิ่มการแตกตัวของไขมัน 

ภาพ 4.1 กลไกการทำงานของน้ำตาลกลูโคส-ฮอรโมนอินซูลิน-ฮอรโมนกลูคากอน
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บทบาทของฮอรโมนอินซูลิน คือ เปนสื่อกลางในการดูดซึมน้ำตาลกลูโคสเขาสู เซลลตาง ๆ ของ
รางกาย หากขาดฮอรโมนอินซูลิน ก็จะทำใหระดับน้ำตาลในเลือดไมสมดุล เนื่องจากน้ำตาลกลูโคส
เปนสารตั้งตนตัวสำคัญในปฏิกิริยาทางชีวภาพทั้งหลาย หากมีการลดลงหรือเพิ่มสูงขึ้นของระดับ
น้ำตาลกลูโคสในเลือดอยางผิดปกติ ก็จะทำใหเกิดปญหารุนแรงตามมา

ตอไปจะพิจารณาการสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรอยางงายของความสัมพันธ
ของน้ำตาลกลูโคสและฮอรโมนอินซูลินซึ่ง เปนตัวแบบเชิงคณิตศาสตรของ Bolie ในป ค.ศ.1960
โดยมีตัวแปรตาง ๆ ดังตาราง 4.1

ตาราง 4.1 ตัวแปรในตัวแบบเชิงคณิตศาสตรสำหรับน้ำตาลกลูโคสและฮอรโมนอินซูลิน
ของ Bolie (ค.ศ. 1960)

สัญลักษณ ความหมาย มิติ
V ปริมาตรของเหลวภายนอกเซลล ปริมาตร
İ อัตราการฉีดฮอรโมนอินซูลิน หนวย/เวลา
Ġ อัตราการฉีดน้ำตาลกลูโคส มวล/เวลา
X(t) ความเขมขนของฮอรโมนอินซูลินภายนอกเซลล หนวย/ปริมาตร
Y (t) ความเขมขนของน้ำตาลกลูโคสภายในเซลล หนวย/ปริมาตร
F1(X) อัตราการเสื่อมของฮอรโมนอินซูลิน
F2(Y ) อัตราการผลิตฮอรโมนอินซูลิน
F3(X, Y ) อัตราการสะสมน้ำตาลกลูโคสของตับ
F4(X, Y ) อัตราการนำน้ำตาลกลูโคสไปใชโดยเนื้อเยื่อตาง ๆ

ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรเขียนได ดังนี้

ฮอรโมนอินซูลิน V
dX

dt
= İ − F1(X) + F2(Y )

น้ำตาลกลูโคส V
dY

dt
= Ġ− F3(X, Y )− F4(X, Y )
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4.1 ตัวแบบเชงิคณิตศาสตรท่ั์วไป



สรุปทายบท
ใน 1-2 ทศวรรษท่ีผานมามีนักวิชาการและนักวิจัยเปนจำนวนมากที่ศึกษา

และสรางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรโดยใชสมการเชิงอนุพันธสำหรับอธิบายการเปลี่ยนแปลง
ของเหตุการณ สิ่งมีชีวิต หรือโรคติดตอตาง ๆ พรอมทั้งตอยอดใหตัวแบบเชิงคณิตศาสตร
ตอบคำถามหรือทำนายสถานการณตาง ๆ ใหอิงหรือใกล เคียงกับความเปนจริงมากที่สุด
ในบทนี้ผูเขียนจึงไดยกตัวอยางงานวิจัยที่ใชตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ไดกลาวมาในบทที่ 4
เพื่อใหผูอานไดเห็นภาพของแนวทางวิจัยในสาขาคณิตศาสตรประยุกตนี้ โดยไดแบงหัวขอ
ออกเปน 3 หัวขอ ไดแก ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับโรคเบาหวาน นั่นคือ เริ่มตั้งแต
ความสัมพันธของน้ำตาลกลูโคส ฮอรโมนอินซูลิน และตอยอดไปยังกรดไขมันอิสระ โปรตีน
และสวนอื่น ๆ ของรางกาย ตัวแบบเชิงคณิตศาสตรในรูปแบบของสมการ Lotka-Volterra
ซึ่งมีทั้งตัวแบบเชิงคณิตศาสตรผู ลา-เหยื่อของสิงโตและละมั่งแอฟริกา ซึ่งผู วิจัย ไดศึกษา
ในกรณีศึกษาตาง ๆ พรอมทั้งแสดงกราฟผลเฉลยเชิงตัวเลขใหผู อานได เห็นภาพมากขึ้น
ตอมาเปนตัวอยางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่ศึกษาความสัมพันธของสารอาหาร แพลงตอน
พืชและแพลงตอนสัตว โดยผูวิจัยบางทานไดขยายตอยอดเพื่อลงลึกศึกษาเรื่องปรากฏการณ
สาหรายสะพรั่ง และตัวอยางตัวแบบเชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับการประมง การจับสัตวน้ำ
โดยมีบางงานวิจัยที่นำนโยบายการจัดเก็บภาษีจากการจับสัตวน้ำบางชนิดเพื่อปองกันมิให
เกิดการสูญพันธุ เขามาศึกษาเพิ่มเติม ทายที่สุดผู เขียนไดยกตัวอยางงานวิจัยที่เปนตัวแบบ
เชิงคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับโรคติดตอ ซึ่งมีงานวิจัยดานนี้ออกมาเปนจำนวนมาก ผูเขียน
จึงแบงเปนหัวขอยอย ไดแก ตัวแบบโรคติดตอที่เกิดในมนุษย ตัวแบบโรคติดตอที่เกิดในสัตว
ตัวแบบโรคติดตอที่ เกิดในพืช และตัวแบบโรคติดตออื่น ๆ ผูอานจะไดเห็นพัฒนาการของ
นักวิจัยในการตอยอดงานวิจัยในดานนี้ และสามารถนำไปประยุกตใชกับงานวิจัยของผูอาน
ตอไปได
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เฉลยแบบฝกหัด

เฉลยแบบฝกหัดบทที่ 2

แบบฝกหัด 2.1.1
1. 760 คน

2. 11 ชั่วโมง

3. ≈ 261 มิลลิกรัม และ ≈ 41 วัน

4. ≈ 48 มิลลิกรัม และ ≈ 32, 339 ป

5. 2.84× 10−12 กิโลกรัม

6. 15, 600 ป

7. 13.3 นาที และ 18◦C

8. T (1) = 36.67◦F และใชเวลา ≈ 3.06 นาที

9. ≈ 81.1 ปอนด

10. 64.38 ปอนด
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แบบฝึกหดัท่ี 2.1.1

เฉลยแบบฝึกึหัดับทท่ี่� 2

เฉลยแบบฝึกึหัดั



3.4

J(S, I, R) =




−βI − µ −βS σ

βI βS − γ − d− µ 0

0 γ −µ− σ




J

(
α

µ
, 0, 0

)
=




−µ −βα
µ

σ

0 βα
µ
− γ − d− µ 0

9 γ −µ− σ




det

(
J

(
α

µ
, 0, 0

)
− λI

)
=

���������

−µ− λ −βα
µ

σ

0 βα
µ
− γ − d− µ− λ 0

0 γ −µ− σ − λ

���������
= 0

(−µ− λ)

(
βγ

µ
− γ − d− µ− λ

)
(−µ− σ − λ) = 0

∴ λ1 = −mu < 0, λ3 = −µ− σ < 0 และ λ2 =
βα

µ
− γ − d− µ

เนื่องจาก R0 =
αβ

µ(γ + d+ α)
เมื่อ R0 < 1 จะทำให αβ

µ
< γ + d+ µ

จะไดวา λ2 < 0 เมื่อ R0 < 1

ดังนั้น จุดสมดุล DEF จะเสถียร เมื่อ R0 < 1
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ภาคผนวก
สมการเชิงอนุพันธสามัญ ระบบสมการเชิง
อนุพันธและการหาผลเฉลย

ในหัวขอนี้จะพูดถึงความรูพื้นฐานสำหรับใชในการวิเคราะหหาผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพันธสามัญและระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง
คำศัพทเฉพาะทาง
อนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกชัน y = f(t) สามารถเขียนไดในรูป dy

dt
, y

′
, ẏ

สำหรับอนุพันธอันดับที่ n สามารถเขียนไดในรูป dny

dtn
, y(n)

สมการเชิงอนุพันธสามัญ (Ordinary Differential Equations: ODEs) คือ สมการที่ แสดง
ความสัมพันธระหวางฟงกชันและอนุพันธของฟงกชันนั้น ซึ่งมีตัวแปรอิสระเพียงตัวแปรเดียว เชน

F (t, y, y
′
, y

′′
, . . . , y(n)) = 0

อันดับ (order) คือ ดีกรีที่สูงที่สุดของอนุพันธ ในที่นี้ คือ n

เชน
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ภาคผนวก
สมการเชิงิอนุพัุันธ์์สามัญั ระบบสมการเชิงิ

อนุพัุันธ์์และการหาผลเฉลย



ตััวแบบเชิงิคณิติศาสตร์ด้์้วยสมการเชิงิอนุุพัันธ์์เบ้ื้�องต้้น
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• สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง (First - order) ⇒ dx

dt
− kx = 0 นั่นคือ

dx

dt
= kx

• สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสอง (Second - order) ⇒ a
dx2

dt2
+ b

dx

dt
+ cx = 0

ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญ คือ ฟงกชัน y = f(t) ที่สอดคลองกับสมการสำหรับ
ทุกตัวแปรอิสระ (t) พิจารณาสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้ ซึ่งเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับที่ n

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−2y
′′
+ an−1y

′
+ any = g(t)

สมการดังกลาวขางตน เรียกวา สมการเอกพันธ (homogeneous) เมื่อ g(t) = 0

ตัวอยางสมการเชิงอนุพันธสามัญ

1. สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสองที่ไมเอกพันธและไมเชิงเสน

d2x

dt2
+ 5x

dx

dt
+ x3 = cos t

ตัวแปรอิสระ คือ t และฟงกชันไมทราบคา คือ x(t)

2. สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสี่ที่เชิงเสน และเอกพันธที่ประกอบดวยสัมประสิทธิ์
ที่ไมเปนคาคงตัว

d4x

dt4
+ 4t

dx

dt
+ t3x = 0

ตัวแปรอิสระ คือ t และฟงกชันไมทราบคา คือ x(t)
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3. สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับที่ n เชิงเสน และเอกพันธที่ประกอบดวยสัมประสิทธิ์
ที่เปนคาคงตัว

a
dny

dtn
+ b

dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ p(y) = 0

โดยที่ a, b, . . . , p เปนคาคงตัว ตัวแปรอิสระ คือ t และฟงกชันไมทราบคา คือ y(t)

ในหัวขอนี้ เราจะอธิบายถึงการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญเอกพันธและ
มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวและระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง โดยแบงเปน

(i) สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง
สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่งที่งายที่สุด คือ

dx

dt
− kx = 0 (5.3.15)

ซึ่งมีผลเฉลยคือ x(t) = xoe
kt (5.3.16)

โดย x0 คือ คาเริ่มตนของ x ณ เวลา t = 0

(ii) สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสอง
พิจารณาสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสอง

a
d2x

dt2
+ b

dx

dt
+ cx = 0 (5.3.17)

โดยกำหนดให a, b, c เปนคาคงตัว
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COVID-19, 159, 165, 166, 168
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infected, 130
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phase plane, 67
phase portrait, 67

recovered, 130
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susceptible, 130

unstable node, 81, 86
unstable spiral, 83, 86

กฎการเย็นตัวหรือรอนขึ้น (Newton’s law
of cooling/warming), 22

กฎของฮุค (Hooke’s law), 52, 53
กฎอัตรา (law of mass action), 36, 107
กฎเกณฑของ Routh-Hurwitz

(Routh-Hurwitz criteria), 95, 96
กวัดแกวง (oscillation), 84, 121, 170, 202
การทำใหเปนเชิงเสน (Linearization), 63
การประมง (fishery), 36, 148, 156, 158,

159
การรักษา (treatment), 102, 104,

163–165

215

ดรรชนีี



หนังสือแนะนำ�

	 ฟัังก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไปเป็็นฟัังก์์ชััน 

ค่่าจำำ�นวนเชิิงซ้้อนบนปริิภููมิิเมทริิกซ์์จััตุุรััส (ภาคขยาย 

ของฟัังก์์ชัันดีีเทอร์์มิิแนนต์์) ซึ่ �งถููกนิยามไว้้ในปีีคริิสต์์-

ศัักราช  1918 โดยนัักคณิิตศาสตร์ชาวรััสเซีียนามว่่า 

อิิสไซ ชูร์์ หลัังจากนั้้�นฟัังก์์ชัันนี้้�ได้้ถููกศึึกษาอย่า่งกว้างขวาง 

ทั้้�งทางทฤษฎีีและทางการประยุุกต์ หนัังสืือเล่่มนี้้� มุ่่�งเน้้น

อธิิบายถึึงสมบััติิต่่าง ๆ ของฟัังก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไป 

โดยแสดงให้้เห็็นถึึงเทคนิคการพิิสููจน์ที่่�น่่าสนใจ ร วมถึึง

การนำำ�สมบััติิที่่�ได้้ไปประยุุกต์ใช้้ในพีีชคณิิตเชิิงหลายเส้้น 

ทฤษฎีีเมทริิกซ์์ ทฤษฎีีการไม่่แปรผััน และทฤษฎีีกราฟ 

อีีกทั้้�งได้้เสนอข้้อความ ค าดการณ์ และปััญหาปลายเปิิด

ที่่� เกี่่�ยวข้้องกัับฟัังก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไปไว้้อย่่าง 

หลากหลาย เพื่่�อให้้ผู้้�อ่านนำำ�ไปวิิจััยต่่อยอดต่อไป

300
บาท

ผู้แต่ง : รศ. ดร.กิจติ รอดเทศ

ฟังก์ชันเมทริกซ์วางนัยทั่วไป

	 คณิิตศาสตร์และสถิิติิเป็็นหััวใจหลัักของอุุตสาหกรรมประกัันภััย ก ารทำำ�ประกัันเป็็น 

ข้้อตกลงระหว่่าง “ผู้้�เอาประกััน” กับ “ผู้้�ให้้ประกััน” โดยมีี “กรมธรรม์” เป็็นพัันธสัญญาที่่�ระบุุ

ว่่าผู้้�เอาประกัันต้้องจ่่ายเบี้้�ยประกัันเท่่าใด และจะได้้รัับผลประโยชน์ใดบ้าง ซึ่�งรายละเอีียดต่าง ๆ  

ที่่�ระบุุจะไม่่สามารถแก้้ไขได้้หลัังจากเซ็็นสััญญาร่่วมกัันแล้้ว สิ่่ �งสำำ�คัญที่่�สุุดในกรมธรรม์์ คื อ 

เบี้้�ยประกัันเรีียกเก็็บและเงิินผลประโยชน์ ซึ่�งจะต้้องมีีการคำำ�นวณ อย่า่งรอบคอบโดยใช้้หลัักสถิิติิ

และคณิิตศาสตร์ที่่�สำำ�คัญหนัังสืือเล่่มนี้้� ร วบรวมหลัักคณิิตศาสตร์และสถิิติิพื้้�นฐานที่่�เกี่่�ยวข้้อง 

เพื่่�อเป็็นประโยชน์ต่่อการต่อยอด  องค์์ความรู้้�ให้้กัับผู้้�อ่าน โดยหลัักประกัันภััยในการประกััน 

ชีีวิิตเพีียงอย่่างเดีียว

380
บาท

ผู้แต่ง : ผศ. ดร.ชัยรัตน์ มดนาค

คณิตศาสตร์ประกันชีวิตเบื้องต้น

	 การบริิหารและการจัดการศึึกษาสู่่�การพัฒนาที่่�ยั่่�งยืืน 

เป็็นจุุดเริ่่�มต้้นและเป็็นรากฐานสำำ�คัญในการพััฒนาประเทศชาติิ 

อัันเกิิดจากการหล่่อหลอมให้้รัักในการศึึกษา รักในความรู้้� รักชาติิ 

รัักศาสนา และรัักพระมหากษัตริิย์์ สร้้างวััฒนธรรมอัันดีีงาม 

ในความเป็็นประเทศไทย ครูและบุุคลากรทางการศึึกษาทุุกท่าน

ต้้องศึึกษาและเรีียนรู้้�พร้้อมนโยบายจากรััฐบาลสู่่�การพััฒนา 

ให้้เกิิดประสิทิธิิผลในตัวัผู้้�เรีียนให้้มากที่่�สุุด โดยยึึดหลัักการทฤษฎีี

สู่่�แนวทางในการปฏิิบััติิที่่�เป็็นรููปธรรมสามารถกระทำำ�ได้้จริิงเกิิด

ผลลััพท์ตามดััชนีตััวบ่่งชี้้�และส่่งถึึงผลกระทบตามมาตรฐาน 

การศึึกษาของชาติิ ทั้้ �งนี้้� ต้้องคำำ�นึึงถึึงความหลากหลายใน

วััฒนธรรมเชิิงพื้้�นที่่�และบริิบทที่่�มีีความแตกต่่างทางเชื้้�อชาติิ 

การกำำ�เนิิดและการเปลี่่�ยนแปลงภายใต้้เศรษฐกิิจฐานความรู้้� 

สู่่�การพัฒนาที่่�ยั่่�งยืืนและความเป็็นพลเมืืองที่่�ดีีต่่อการพัฒนา

ประเทศชาติิสืืบไป
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บาท

การบริหารและการจัดการ
ศึกษาสู่การพัฒนาที่ยั่งยืน
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	 “งานวิิจััยมีีหลายประเภท แต่่ละประเภท 

มีีขั้้�นตอน กร ะบวนการและการให้้คำำ�ตอบที่่�แตกต่างกััน 

งานวิิจััยที่่�เป็็นเชิิงคุุณภาพ ก็เป็็นประเภทหน่ึ่�ง ที่่�มีีขั้้�นตอน 

กระบวนการ  และการให้้คำำ�ตอบที่่�นำำ�ไปใช้้ประโยชน์ได้้ 

ในรููปแบบของการอธิิบาย ให้้รู้้�ถึึงภููมิิหลัังที่่�มา สภาพ

ปััจจุบััน และอนาคต ได้้เป็็นอย่่างดีี หนัังสืือเล่่มนี้้� ได้้กล่าว

ถึึง ขั้้ �นตอน กร ะบวนการในการได้้มาซ่ึ่�งคำำ�ตอบของงาน

วิิจััย เชิิงคุุณภาพอย่า่งละเอีียด ตามประสบการณ์ท์ี่่�ผู้้�เขีียน

ได้้รวบรวมมา”

ระเบียบวิธีวิจัยเชิงคุณภาพ : จากแนวคิดทฤษฎี

สู่การปฎิบัติ
ผู้แต่ง: ผศ. ดร.จักรพันธ์ เพ็ชรภูมิ ผู้แต่ง : ผศ. ดร.ชำ�นาญ ปาณาวงษ์

ทฤษฎีสนามควอนตัม 

Quantum Field Theory
ผู้แต่ง: ผศ. ดร.พิเชฐ วณิชชาพงศ์เจริญ

	 เมื่่�อผู้้�ป่วยมาปรึึกษาแพทย์์ด้้วยอาการต่่าง ๆ แพทย์์ 

จะต้้องซัักถามประวััติิอาการเจ็็บป่่วยและตรวจร่างกายผู้้�ป่วย 

ซ่ึ่�งถืือเป็็นทัักษะที่่�สำำ�คัญมากและต้้องฝึึกฝนอย่่างสม่ำำ��เสมอ 

การที่่�แพทย์์จะทราบประวััติิอาการเจ็็บป่่วยและความผิิดปกติ 

จากการตรวจร่างกายอย่่างครบถ้้วนและถููกต้องได้้นั้้�น นอกจาก

จะต้้องมีีความรู้้�ทางวิิชาแพทย์แ์ล้้ว ยังต้้องมีีความรู้้�ความสามารถ

ในการสื่่�อสารและมีีสััมพัันธภาพที่่�ดีีกัับผู้้�ป่่วย ข้ ้อมููลที่่�ถููกต้อง 

จะนำำ�ไปสู่่�การดูแลรักษาที่่�ถููกต้องด้้วย ก ารซักถามประวััติิ 

การเจ็็บป่่วยและการตรวจร่่างกายจึึงถืือเป็็นศิิลปะอย่่างหน่ึ่�ง 

ที่่�ช่่วยนำำ�ไปสู่่�การรักษาผู้้�ป่วยให้้หายจากโรคภัยไข้้เจ็็บ อันเป็็นจุุด

มุ่่�งหมายสููงสุุดของแพทย์์ทุุกคน

	 ทฤษฎีีสนามควอนตััม คือ กรอบของทฤษฎีีที่่�อธิิบายสนามที่่�มีีสมบััติิทางควอนตััม 

โดยที่่�สนามคืือฟัังก์์ชัันของตำำ�แหน่่งในกาลอวกาศ  หนัังสืือเล่่มนี้้�เขีียนขึ้้�นเพื่่�ออธิิบาย 

หลัักการ แนวคิิด และการคำำ�นวณในทฤษฎีีสนามควอนตััม โดยเน้้นอภิิปรายประเด็็นของ

การนำำ�ทฤษฎีีสนามควอนตััมไปอธิิบายหััวข้้อที่่�เกี่่�ยวข้้องกัับฟิิสิิกส์อนุุภาค  โดยมีีประเด็็น

หลััก  ได้้แก่่ ค วามรู้้�เบื้้�องต้้นที่่�เป็็นพื้้�นฐานสำำ�หรัับการศึึกษาทฤษฎีีสนามควอนตััม 

การวิเคราะห์์สนามอิิสระ ก ารวิเคราะห์์ทฤษฎีีสนามสเกลาร์์ที่่�มีีอัันตรกิริิยาในตััว 

การวิเคราะห์์พลศาสตร์ไฟฟ้าเชิิงควอนตััมรวมทั้้�งตััวอย่่างทิิศทางการพัฒนาของเนื้้�อหา 

ที่่�นอกเหนืือจากที่่�อภิิปรายในส่่วนหลััก หนัังสืือเล่่มนี้้�เหมาะสำำ�หรัับผู้้�สอนระดัับบััณฑิิตศึึกษา 

หรืือการศึึกษาค้้นคว้าด้้วยตนเอง เนื่่�องจากอธิิบายแนวคิิดการวิเคราะห์์ และวิิธีีการคำำ�นวณ

โดยละเอีียด รวมทั้้�ง มีการวิจารณ์ประเด็็นที่่�สำำ�คัญและสรุุปท้้ายบท เพื่่�อให้้ผู้้�อ่านตรวจสอบ

ความเข้้าใจ และทราบความเชื่่�อมโยงเบื้้�องต้้นกัับเนื้้�อหาอื่่�น นอกจากนี้้� หนัังสืือเล่่มนี้้�ยัังมีี

โจทย์์ปััญหาและเฉลย เพื่่�อให้้ผู้้�อ่านได้้เสริิมความเข้้าใจในเนื้้�อหา

วิจัยเชิงปฏิบัติการ แก้ไขปัญหา
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