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คำนำ
ทฤษฎตัีวแทน (Representation Theory) เปนศาสตรสาขาหนึง่ของคณติศาสตร ทีมี่จดุกำเนดิในยุค

ปลายของศตวรรษที่ 18 โดยมีผูนำหลักในสาขาวชิานี้คอื โฟรเบนอิสุ (G. Frobenius) ชรู (I. Schur) และ เบิรน
ไซด (W. Burnside) วัตถปุระสงคหลักของการพัฒนาทฤษฎีตัวแทนในชวงเริม่ตน คอื เพือ่ใชเปนเครือ่งมือ
หลักในการศกึษาทฤษฎกีรปุ โดยใชวธิกีารทางพีชคณติเชงิเสน

ผลลัพธทีส่ำคัญอยางยิง่จากศาสตรนี้ ตอทฤษฎีกรปุคอื ทฤษฎบีทพีควิของเบิรนไซด (Burnside's pq-
Theorem) ซึง่กลาววา กรปุทีไ่มใช อาบิเลยีนกรปุและมีจำนวนสมาชกิเทากับ paqb จะไมเปนกรปุเชงิเดยีว
(Simple group) (กรปุทีไ่มมีกรปุยอยปรกตแิท (Proper normal subgroup)) เมือ่ p, q เปนจำนวนเฉพาะ หรอื
อาจกลาวอกีนัยหนึง่ไดวา ทกุๆ กรปุทีมี่จำนวนสมาชกิเทากับ paqb เปนโซลเอเบิลกรปุ (Solvable group)
ซึง่การพิสจูนทฤษฎีดังกลาวนี้ จะใชทฤษฏีตัวแทนเปนเครือ่งมือหลัก และตองใชเวลาหลังจากน้ันหลาย
ทศวรรษจงึไดมีการคนพบการพิสจูนทฤษฎบีทดังกลาวโดยใชเพียงทฤษฏกีรปุ นอกจากนี้ ทฤษฏตัีวแทนยัง
มีบทบาททีส่ำคัญในการจำแนกประเภทของกรปุเชงิเดยีวประเภทจำกัดอกีดวย

อยางไรก็ตาม ทฤษฏีตัวแทนไมไดมีบทบาทตอทฤษฎีกรปุเพียงเทาน้ัน แตยังเปนปจจัยหลักตอการนำ
ไปประยุกต ใชในสาขาของคณติศาสตร สถติิ เคมี และฟสกิส ท้ังแนวบรสิทุธิ์และแนวประยุกต นอกเหนอื
จากการศกึษาทฤษฏีตัวแทนของกรปุจำกัดยังมีการศกึษาทฤษฎีตัวแทนของกรปุอนันต การศกึษาตัวแทน
บนปรภิมิูเวกเตอรเหนอืสนามตางๆ ไมจำกัดเฉพาะสนามของจำนวนเชงิซอน หรอืกระทัง่ขยายไปสูตัวแทน
บนมอดลู หรอื พีชคณติประเภทอืน่ๆ ซึง่ไดกอใหเกดิบทประยุกตทีส่ำคัญในหลากหลายวชิาเช น โทโพโล
ยีเชงิพีชคณติ (Algebraic Topology) เรขาคณติเชงิพีชคณติ (Algebraic Geometry) ทฤษฎีจำนวนวเิคราะห
(Analytic Number Theory) คอมบินาทอรกิ (Combinatoric) เปนตน

โดยทัว่ไปในปจจบัุนนี้ นยิมใชทฤษฎีมอดลู (Module Theory) และทฤษฎีเวดเดอรเบิรนสำหรับพีชคณติ
กึง่เชงิเดยีว (Wedderburn Theory of Semisimple Algebra) เพือ่อธบิายทฤษฎีตัวแทน ซึง่ตางจากแนวทาง
การอธบิายทฤษฎีนี้ ในช วงเริม่ตนที ่อธบิายโดยใชการวเิคราะห ฟูรเิยต แบบไมเชือ่มโยง (Discrete Fourier
Analysis) ดังน้ัน เพือ่ใหงายตอการเขาถงึเนื้อหา เป าหมายหลักของตำราเลมนี้ จงึมุงทำความเขาใจองค
ประกอบหลักทีส่ำคัญในทฤษฎีตัวแทนของกรปุจำกัดเหนอืสนามจำนวนเชงิซอน โดยใชความรูพ้ืนฐานทาง
ทฤษฎกีรปุ และพีชคณติเชงิเสน โดยใชความรูจากหนังสอื [9] และ [8] ในบรรณานกุรม เปนแนวทางหลัก

ในการเขียนตำราเลมนี้ ผู เขียนไดใชศัพท บัญญัติของราชบัณฑติยสถานมากทีส่ดุเทาทีเ่ปนไปได และ
ความรูทีน่ำมาจากแหลงอางองิในบรรณานกุรมน้ัน ถอืไดวาเปนความรูทีเ่ปนมาตรฐานในทางทฤษฎตัีวแทน
ดังน้ัน ผูเขียนจะไมไดอางองิแบบเชงิอรรถไว แตจะอางองิไวทีบ่รรณานกุรม

สำหรับการนำเสนอ ผูเขียนไดแบงเนื้อหาไวท้ังหมด 7 บท โดยทีบ่ทแรกเปนความรูพ้ืนฐานทีจ่ำเปนตอง
ใชในตำราเลมนี้ บทที่ 2 และบทที่ 3 เปนการอธบิายนยิามและสมบัติทัว่ไปสำหรับทฤษฎีตัวแทนของกรปุ
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จำกัดรวมถงึทฤษฎีคาแรกเตอร โดยเฉพาะตัวแทนทีล่ดทอนไมได และความสัมพันธเชงิต้ังฉากของคาแรก
เตอร บทที่ 4 เปนความสัมพันธระหวางกรปุแอคชันกับตัวแทนทีสั่มพัทธกับการแอคชัน ในบทที่ 5 เปนการ
อธบิายการสรางตัวแทนข้ึนจากตัวแทนของกรปุยอยทีเ่รยีกวาตัวแทนเหนีย่วนำ รวมถงึเกณฑการลดทอน
ไมไดของตัวแทนเหนีย่วนำ บทที่ 6 เปนการอธบิายถงึตัวแทนของกรปุสมมาตร และในบทสดุทายเปนการ
นำทฤษฏีตัวแทนของกรปุจำกัดไปประยุกต ใชในทฤษฎีกรุปโดยเฉพาะการพิสจูนทฤษฎบีทพีควิของเบิรน
ไซด และเพือ่ใหเขาใจเนื้อหาในแตละบทไดดีมากข้ึน ผูเขียนไดเพิม่แบบฝกหัดสำหรับผูอานไวตอนทายของ
แตละบทดวย

ผูเขียนขอนอมรำลกึถงึพระคณุครบูาอาจารย ในทกุระดับช้ันทีไ่ดประสทิธิ์ประสาทวชิาความรู ทำใหผู
เขียนมีแนวทางในการประกอบอาชพี สอน วจัิย รวมถงึการเขียนตำราเลมนี้ ขอผิดพลาดประการใดอัน
เนือ่งจากเอกสารนี้ ผูเขียนขอนอมรับเพือ่นำมาพิจารณาปรับปรงุในโอกาสตอไป
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คำนำ
ทฤษฎตัีวแทน (Representation Theory) เปนศาสตรสาขาหนึง่ของคณติศาสตร ทีมี่จดุกำเนดิในยุค

ปลายของศตวรรษที่ 18 โดยมีผูนำหลักในสาขาวชิานี้คอื โฟรเบนอิสุ (G. Frobenius) ชรู (I. Schur) และ เบิรน
ไซด (W. Burnside) วัตถปุระสงคหลักของการพัฒนาทฤษฎีตัวแทนในชวงเริม่ตน คอื เพือ่ใชเปนเครือ่งมือ
หลักในการศกึษาทฤษฎกีรปุ โดยใชวธิกีารทางพีชคณติเชงิเสน

ผลลัพธทีส่ำคัญอยางยิง่จากศาสตรนี้ ตอทฤษฎีกรปุคอื ทฤษฎบีทพีควิของเบิรนไซด (Burnside's pq-
Theorem) ซึง่กลาววา กรปุทีไ่มใช อาบิเลยีนกรปุและมีจำนวนสมาชกิเทากับ paqb จะไมเปนกรปุเชงิเดยีว
(Simple group) (กรปุทีไ่มมีกรปุยอยปรกตแิท (Proper normal subgroup)) เมือ่ p, q เปนจำนวนเฉพาะ หรอื
อาจกลาวอกีนัยหนึง่ไดวา ทกุๆ กรปุทีมี่จำนวนสมาชกิเทากับ paqb เปนโซลเอเบิลกรปุ (Solvable group)
ซึง่การพิสจูนทฤษฎีดังกลาวนี้ จะใชทฤษฏีตัวแทนเปนเครือ่งมือหลัก และตองใชเวลาหลังจากน้ันหลาย
ทศวรรษจงึไดมีการคนพบการพิสจูนทฤษฎบีทดังกลาวโดยใชเพียงทฤษฏกีรปุ นอกจากนี้ ทฤษฏตัีวแทนยัง
มีบทบาททีส่ำคัญในการจำแนกประเภทของกรปุเชงิเดยีวประเภทจำกัดอกีดวย

อยางไรก็ตาม ทฤษฏีตัวแทนไมไดมีบทบาทตอทฤษฎีกรปุเพียงเทาน้ัน แตยังเปนปจจัยหลักตอการนำ
ไปประยุกต ใชในสาขาของคณติศาสตร สถติิ เคมี และฟสกิส ท้ังแนวบรสิทุธิ์และแนวประยุกต นอกเหนอื
จากการศกึษาทฤษฏีตัวแทนของกรปุจำกัดยังมีการศกึษาทฤษฎีตัวแทนของกรปุอนันต การศกึษาตัวแทน
บนปรภิมิูเวกเตอรเหนอืสนามตางๆ ไมจำกัดเฉพาะสนามของจำนวนเชงิซอน หรอืกระทัง่ขยายไปสูตัวแทน
บนมอดลู หรอื พีชคณติประเภทอืน่ๆ ซึง่ไดกอใหเกดิบทประยุกตทีส่ำคัญในหลากหลายวชิาเช น โทโพโล
ยีเชงิพีชคณติ (Algebraic Topology) เรขาคณติเชงิพีชคณติ (Algebraic Geometry) ทฤษฎีจำนวนวเิคราะห
(Analytic Number Theory) คอมบินาทอรกิ (Combinatoric) เปนตน

โดยทัว่ไปในปจจบัุนนี้ นยิมใชทฤษฎีมอดลู (Module Theory) และทฤษฎีเวดเดอรเบิรนสำหรับพีชคณติ
กึง่เชงิเดยีว (Wedderburn Theory of Semisimple Algebra) เพือ่อธบิายทฤษฎีตัวแทน ซึง่ตางจากแนวทาง
การอธบิายทฤษฎีนี้ ในช วงเริม่ตนที ่อธบิายโดยใชการวเิคราะห ฟูรเิยต แบบไมเชือ่มโยง (Discrete Fourier
Analysis) ดังน้ัน เพือ่ใหงายตอการเขาถงึเนื้อหา เป าหมายหลักของตำราเลมนี้ จงึมุงทำความเขาใจองค
ประกอบหลักทีส่ำคัญในทฤษฎีตัวแทนของกรปุจำกัดเหนอืสนามจำนวนเชงิซอน โดยใชความรูพ้ืนฐานทาง
ทฤษฎกีรปุ และพีชคณติเชงิเสน โดยใชความรูจากหนังสอื [9] และ [8] ในบรรณานกุรม เปนแนวทางหลัก

ในการเขียนตำราเลมนี้ ผู เขียนไดใชศัพท บัญญัติของราชบัณฑติยสถานมากทีส่ดุเทาทีเ่ปนไปได และ
ความรูทีน่ำมาจากแหลงอางองิในบรรณานกุรมน้ัน ถอืไดวาเปนความรูทีเ่ปนมาตรฐานในทางทฤษฎตัีวแทน
ดังน้ัน ผูเขียนจะไมไดอางองิแบบเชงิอรรถไว แตจะอางองิไวทีบ่รรณานกุรม

สำหรับการนำเสนอ ผูเขียนไดแบงเนื้อหาไวท้ังหมด 7 บท โดยทีบ่ทแรกเปนความรูพ้ืนฐานทีจ่ำเปนตอง
ใชในตำราเลมนี้ บทที่ 2 และบทที่ 3 เปนการอธบิายนยิามและสมบัติทัว่ไปสำหรับทฤษฎีตัวแทนของกรปุ
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จำกัดรวมถงึทฤษฎีคาแรกเตอร โดยเฉพาะตัวแทนทีล่ดทอนไมได และความสัมพันธเชงิต้ังฉากของคาแรก
เตอร บทที่ 4 เปนความสัมพันธระหวางกรปุแอคชันกับตัวแทนทีสั่มพัทธกับการแอคชัน ในบทที่ 5 เปนการ
อธบิายการสรางตัวแทนข้ึนจากตัวแทนของกรปุยอยทีเ่รยีกวาตัวแทนเหนีย่วนำ รวมถงึเกณฑการลดทอน
ไมไดของตัวแทนเหนีย่วนำ บทที่ 6 เปนการอธบิายถงึตัวแทนของกรปุสมมาตร และในบทสดุทายเปนการ
นำทฤษฏีตัวแทนของกรปุจำกัดไปประยุกต ใชในทฤษฎีกรุปโดยเฉพาะการพิสจูนทฤษฎบีทพีควิของเบิรน
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คำนำ
ทฤษฎตัีวแทน (Representation Theory) เปนศาสตรสาขาหนึง่ของคณติศาสตร ทีมี่จดุกำเนดิในยุค

ปลายของศตวรรษที่ 18 โดยมีผูนำหลักในสาขาวชิานี้คอื โฟรเบนอิสุ (G. Frobenius) ชรู (I. Schur) และ เบิรน
ไซด (W. Burnside) วัตถปุระสงคหลักของการพัฒนาทฤษฎีตัวแทนในชวงเริม่ตน คอื เพือ่ใชเปนเครือ่งมือ
หลักในการศกึษาทฤษฎกีรปุ โดยใชวธิกีารทางพีชคณติเชงิเสน

ผลลัพธทีส่ำคัญอยางยิง่จากศาสตรนี้ ตอทฤษฎีกรปุคอื ทฤษฎบีทพีควิของเบิรนไซด (Burnside's pq-
Theorem) ซึง่กลาววา กรปุทีไ่มใช อาบิเลยีนกรปุและมีจำนวนสมาชกิเทากับ paqb จะไมเปนกรปุเชงิเดยีว
(Simple group) (กรปุทีไ่มมีกรปุยอยปรกตแิท (Proper normal subgroup)) เมือ่ p, q เปนจำนวนเฉพาะ หรอื
อาจกลาวอกีนัยหนึง่ไดวา ทกุๆ กรปุทีมี่จำนวนสมาชกิเทากับ paqb เปนโซลเอเบิลกรปุ (Solvable group)
ซึง่การพิสจูนทฤษฎีดังกลาวนี้ จะใชทฤษฏีตัวแทนเปนเครือ่งมือหลัก และตองใชเวลาหลังจากน้ันหลาย
ทศวรรษจงึไดมีการคนพบการพิสจูนทฤษฎบีทดังกลาวโดยใชเพียงทฤษฏกีรปุ นอกจากนี้ ทฤษฏตัีวแทนยัง
มีบทบาททีส่ำคัญในการจำแนกประเภทของกรปุเชงิเดยีวประเภทจำกัดอกีดวย

อยางไรก็ตาม ทฤษฏีตัวแทนไมไดมีบทบาทตอทฤษฎีกรปุเพียงเทาน้ัน แตยังเปนปจจัยหลักตอการนำ
ไปประยุกต ใชในสาขาของคณติศาสตร สถติิ เคมี และฟสกิส ท้ังแนวบรสิทุธิ์และแนวประยุกต นอกเหนอื
จากการศกึษาทฤษฏีตัวแทนของกรปุจำกัดยังมีการศกึษาทฤษฎีตัวแทนของกรปุอนันต การศกึษาตัวแทน
บนปรภิมิูเวกเตอรเหนอืสนามตางๆ ไมจำกัดเฉพาะสนามของจำนวนเชงิซอน หรอืกระทัง่ขยายไปสูตัวแทน
บนมอดลู หรอื พีชคณติประเภทอืน่ๆ ซึง่ไดกอใหเกดิบทประยุกตทีส่ำคัญในหลากหลายวชิาเช น โทโพโล
ยีเชงิพีชคณติ (Algebraic Topology) เรขาคณติเชงิพีชคณติ (Algebraic Geometry) ทฤษฎีจำนวนวเิคราะห
(Analytic Number Theory) คอมบินาทอรกิ (Combinatoric) เปนตน

โดยทัว่ไปในปจจบัุนนี้ นยิมใชทฤษฎีมอดลู (Module Theory) และทฤษฎีเวดเดอรเบิรนสำหรับพีชคณติ
กึง่เชงิเดยีว (Wedderburn Theory of Semisimple Algebra) เพือ่อธบิายทฤษฎีตัวแทน ซึง่ตางจากแนวทาง
การอธบิายทฤษฎีนี้ ในช วงเริม่ตนที ่อธบิายโดยใชการวเิคราะห ฟูรเิยต แบบไมเชือ่มโยง (Discrete Fourier
Analysis) ดังน้ัน เพือ่ใหงายตอการเขาถงึเนื้อหา เป าหมายหลักของตำราเลมนี้ จงึมุงทำความเขาใจองค
ประกอบหลักทีส่ำคัญในทฤษฎีตัวแทนของกรปุจำกัดเหนอืสนามจำนวนเชงิซอน โดยใชความรูพ้ืนฐานทาง
ทฤษฎกีรปุ และพีชคณติเชงิเสน โดยใชความรูจากหนังสอื [9] และ [8] ในบรรณานกุรม เปนแนวทางหลัก

ในการเขียนตำราเลมนี้ ผู เขียนไดใชศัพท บัญญัติของราชบัณฑติยสถานมากทีส่ดุเทาทีเ่ปนไปได และ
ความรูทีน่ำมาจากแหลงอางองิในบรรณานกุรมน้ัน ถอืไดวาเปนความรูทีเ่ปนมาตรฐานในทางทฤษฎตัีวแทน
ดังน้ัน ผูเขียนจะไมไดอางองิแบบเชงิอรรถไว แตจะอางองิไวทีบ่รรณานกุรม

สำหรับการนำเสนอ ผูเขียนไดแบงเนื้อหาไวท้ังหมด 7 บท โดยทีบ่ทแรกเปนความรูพ้ืนฐานทีจ่ำเปนตอง
ใชในตำราเลมนี้ บทที่ 2 และบทที่ 3 เปนการอธบิายนยิามและสมบัติทัว่ไปสำหรับทฤษฎีตัวแทนของกรปุ
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กรณกีรปุ G มีสมบัติสลับที่ (Commutative) กลาวคอื g · h = h · g สำหรับทกุๆ g, h ∈ G จะเรยีกกรปุ
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