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คำนำ
ทฤษฎตัีวแทน (Representation Theory) เปนศาสตรสาขาหนึง่ของคณติศาสตร ทีมี่จดุกำเนดิในยุค

ปลายของศตวรรษที่ 18 โดยมีผูนำหลักในสาขาวชิานี้คอื โฟรเบนอิสุ (G. Frobenius) ชรู (I. Schur) และ เบิรน
ไซด (W. Burnside) วัตถปุระสงคหลักของการพัฒนาทฤษฎีตัวแทนในชวงเริม่ตน คอื เพือ่ใชเปนเครือ่งมือ
หลักในการศกึษาทฤษฎกีรปุ โดยใชวธิกีารทางพีชคณติเชงิเสน

ผลลัพธทีส่ำคัญอยางยิง่จากศาสตรนี้ ตอทฤษฎีกรปุคอื ทฤษฎบีทพีควิของเบิรนไซด (Burnside's pq-
Theorem) ซึง่กลาววา กรปุทีไ่มใช อาบิเลยีนกรปุและมีจำนวนสมาชกิเทากับ paqb จะไมเปนกรปุเชงิเดยีว
(Simple group) (กรปุทีไ่มมีกรปุยอยปรกตแิท (Proper normal subgroup)) เมือ่ p, q เปนจำนวนเฉพาะ หรอื
อาจกลาวอกีนัยหนึง่ไดวา ทกุๆ กรปุทีมี่จำนวนสมาชกิเทากับ paqb เปนโซลเอเบิลกรปุ (Solvable group)
ซึง่การพิสจูนทฤษฎีดังกลาวนี้ จะใชทฤษฏีตัวแทนเปนเครือ่งมือหลัก และตองใชเวลาหลังจากน้ันหลาย
ทศวรรษจงึไดมีการคนพบการพิสจูนทฤษฎบีทดังกลาวโดยใชเพียงทฤษฏกีรปุ นอกจากนี้ ทฤษฏตัีวแทนยัง
มีบทบาททีส่ำคัญในการจำแนกประเภทของกรปุเชงิเดยีวประเภทจำกัดอกีดวย

อยางไรก็ตาม ทฤษฏีตัวแทนไมไดมีบทบาทตอทฤษฎีกรปุเพียงเทาน้ัน แตยังเปนปจจัยหลักตอการนำ
ไปประยุกต ใชในสาขาของคณติศาสตร สถติิ เคมี และฟสกิส ท้ังแนวบรสิทุธิ์และแนวประยุกต นอกเหนอื
จากการศกึษาทฤษฏีตัวแทนของกรปุจำกัดยังมีการศกึษาทฤษฎีตัวแทนของกรปุอนันต การศกึษาตัวแทน
บนปรภิมิูเวกเตอรเหนอืสนามตางๆ ไมจำกัดเฉพาะสนามของจำนวนเชงิซอน หรอืกระทัง่ขยายไปสูตัวแทน
บนมอดลู หรอื พีชคณติประเภทอืน่ๆ ซึง่ไดกอใหเกดิบทประยุกตทีส่ำคัญในหลากหลายวชิาเช น โทโพโล
ยีเชงิพีชคณติ (Algebraic Topology) เรขาคณติเชงิพีชคณติ (Algebraic Geometry) ทฤษฎีจำนวนวเิคราะห
(Analytic Number Theory) คอมบินาทอรกิ (Combinatoric) เปนตน

โดยทัว่ไปในปจจบัุนนี้ นยิมใชทฤษฎีมอดลู (Module Theory) และทฤษฎีเวดเดอรเบิรนสำหรับพีชคณติ
กึง่เชงิเดยีว (Wedderburn Theory of Semisimple Algebra) เพือ่อธบิายทฤษฎีตัวแทน ซึง่ตางจากแนวทาง
การอธบิายทฤษฎีนี้ ในช วงเริม่ตนที ่อธบิายโดยใชการวเิคราะห ฟูรเิยต แบบไมเชือ่มโยง (Discrete Fourier
Analysis) ดังน้ัน เพือ่ใหงายตอการเขาถงึเนื้อหา เป าหมายหลักของตำราเลมนี้ จงึมุงทำความเขาใจองค
ประกอบหลักทีส่ำคัญในทฤษฎีตัวแทนของกรปุจำกัดเหนอืสนามจำนวนเชงิซอน โดยใชความรูพ้ืนฐานทาง
ทฤษฎกีรปุ และพีชคณติเชงิเสน โดยใชความรูจากหนังสอื [9] และ [8] ในบรรณานกุรม เปนแนวทางหลัก

ในการเขียนตำราเลมนี้ ผู เขียนไดใชศัพท บัญญัติของราชบัณฑติยสถานมากทีส่ดุเทาทีเ่ปนไปได และ
ความรูทีน่ำมาจากแหลงอางองิในบรรณานกุรมน้ัน ถอืไดวาเปนความรูทีเ่ปนมาตรฐานในทางทฤษฎตัีวแทน
ดังน้ัน ผูเขียนจะไมไดอางองิแบบเชงิอรรถไว แตจะอางองิไวทีบ่รรณานกุรม
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คำนำ
ทฤษฎตัีวแทน (Representation Theory) เปนศาสตรสาขาหนึง่ของคณติศาสตร ทีมี่จดุกำเนดิในยุค

ปลายของศตวรรษที่ 18 โดยมีผูนำหลักในสาขาวชิานี้คอื โฟรเบนอิสุ (G. Frobenius) ชรู (I. Schur) และ เบิรน
ไซด (W. Burnside) วัตถปุระสงคหลักของการพัฒนาทฤษฎีตัวแทนในชวงเริม่ตน คอื เพือ่ใชเปนเครือ่งมือ
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ผลลัพธทีส่ำคัญอยางยิง่จากศาสตรนี้ ตอทฤษฎีกรปุคอื ทฤษฎบีทพีควิของเบิรนไซด (Burnside's pq-
Theorem) ซึง่กลาววา กรปุทีไ่มใช อาบิเลยีนกรปุและมีจำนวนสมาชกิเทากับ paqb จะไมเปนกรปุเชงิเดยีว
(Simple group) (กรปุทีไ่มมีกรปุยอยปรกตแิท (Proper normal subgroup)) เมือ่ p, q เปนจำนวนเฉพาะ หรอื
อาจกลาวอกีนัยหนึง่ไดวา ทกุๆ กรปุทีมี่จำนวนสมาชกิเทากับ paqb เปนโซลเอเบิลกรปุ (Solvable group)
ซึง่การพิสจูนทฤษฎีดังกลาวนี้ จะใชทฤษฏีตัวแทนเปนเครือ่งมือหลัก และตองใชเวลาหลังจากน้ันหลาย
ทศวรรษจงึไดมีการคนพบการพิสจูนทฤษฎบีทดังกลาวโดยใชเพียงทฤษฏกีรปุ นอกจากนี้ ทฤษฏตัีวแทนยัง
มีบทบาททีส่ำคัญในการจำแนกประเภทของกรปุเชงิเดยีวประเภทจำกัดอกีดวย

อยางไรก็ตาม ทฤษฏีตัวแทนไมไดมีบทบาทตอทฤษฎีกรปุเพียงเทาน้ัน แตยังเปนปจจัยหลักตอการนำ
ไปประยุกต ใชในสาขาของคณติศาสตร สถติิ เคมี และฟสกิส ท้ังแนวบรสิทุธิ์และแนวประยุกต นอกเหนอื
จากการศกึษาทฤษฏีตัวแทนของกรปุจำกัดยังมีการศกึษาทฤษฎีตัวแทนของกรปุอนันต การศกึษาตัวแทน
บนปรภิมิูเวกเตอรเหนอืสนามตางๆ ไมจำกัดเฉพาะสนามของจำนวนเชงิซอน หรอืกระทัง่ขยายไปสูตัวแทน
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(Analytic Number Theory) คอมบินาทอรกิ (Combinatoric) เปนตน

โดยทัว่ไปในปจจบัุนนี้ นยิมใชทฤษฎีมอดลู (Module Theory) และทฤษฎีเวดเดอรเบิรนสำหรับพีชคณติ
กึง่เชงิเดยีว (Wedderburn Theory of Semisimple Algebra) เพือ่อธบิายทฤษฎีตัวแทน ซึง่ตางจากแนวทาง
การอธบิายทฤษฎีนี้ ในช วงเริม่ตนที ่อธบิายโดยใชการวเิคราะห ฟูรเิยต แบบไมเชือ่มโยง (Discrete Fourier
Analysis) ดังน้ัน เพือ่ใหงายตอการเขาถงึเนื้อหา เป าหมายหลักของตำราเลมนี้ จงึมุงทำความเขาใจองค
ประกอบหลักทีส่ำคัญในทฤษฎีตัวแทนของกรปุจำกัดเหนอืสนามจำนวนเชงิซอน โดยใชความรูพ้ืนฐานทาง
ทฤษฎกีรปุ และพีชคณติเชงิเสน โดยใชความรูจากหนังสอื [9] และ [8] ในบรรณานกุรม เปนแนวทางหลัก

ในการเขียนตำราเลมนี้ ผู เขียนไดใชศัพท บัญญัติของราชบัณฑติยสถานมากทีส่ดุเทาทีเ่ปนไปได และ
ความรูทีน่ำมาจากแหลงอางองิในบรรณานกุรมน้ัน ถอืไดวาเปนความรูทีเ่ปนมาตรฐานในทางทฤษฎตัีวแทน
ดังน้ัน ผูเขียนจะไมไดอางองิแบบเชงิอรรถไว แตจะอางองิไวทีบ่รรณานกุรม

สำหรับการนำเสนอ ผูเขียนไดแบงเนื้อหาไวท้ังหมด 7 บท โดยทีบ่ทแรกเปนความรูพ้ืนฐานทีจ่ำเปนตอง
ใชในตำราเลมนี้ บทที่ 2 และบทที่ 3 เปนการอธบิายนยิามและสมบัติทัว่ไปสำหรับทฤษฎีตัวแทนของกรปุ
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จำกัดรวมถงึทฤษฎีคาแรกเตอร โดยเฉพาะตัวแทนทีล่ดทอนไมได และความสัมพันธเชงิต้ังฉากของคาแรก
เตอร บทที่ 4 เปนความสัมพันธระหวางกรปุแอคชันกับตัวแทนทีสั่มพัทธกับการแอคชัน ในบทที่ 5 เปนการ
อธบิายการสรางตัวแทนข้ึนจากตัวแทนของกรปุยอยทีเ่รยีกวาตัวแทนเหนีย่วนำ รวมถงึเกณฑการลดทอน
ไมไดของตัวแทนเหนีย่วนำ บทที่ 6 เปนการอธบิายถงึตัวแทนของกรปุสมมาตร และในบทสดุทายเปนการ
นำทฤษฏีตัวแทนของกรปุจำกัดไปประยุกต ใชในทฤษฎีกรุปโดยเฉพาะการพิสจูนทฤษฎบีทพีควิของเบิรน
ไซด และเพือ่ใหเขาใจเนื้อหาในแตละบทไดดีมากข้ึน ผูเขียนไดเพิม่แบบฝกหัดสำหรับผูอานไวตอนทายของ
แตละบทดวย

ผูเขียนขอนอมรำลกึถงึพระคณุครบูาอาจารย ในทกุระดับช้ันทีไ่ดประสทิธิ์ประสาทวชิาความรู ทำใหผู
เขียนมีแนวทางในการประกอบอาชพี สอน วจัิย รวมถงึการเขียนตำราเลมนี้ ขอผิดพลาดประการใดอัน
เนือ่งจากเอกสารนี้ ผูเขียนขอนอมรับเพือ่นำมาพิจารณาปรับปรงุในโอกาสตอไป
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คำนำ
ทฤษฎตัีวแทน (Representation Theory) เปนศาสตรสาขาหนึง่ของคณติศาสตร ทีมี่จดุกำเนดิในยุค

ปลายของศตวรรษที่ 18 โดยมีผูนำหลักในสาขาวชิานี้คอื โฟรเบนอิสุ (G. Frobenius) ชรู (I. Schur) และ เบิรน
ไซด (W. Burnside) วัตถปุระสงคหลักของการพัฒนาทฤษฎีตัวแทนในชวงเริม่ตน คอื เพือ่ใชเปนเครือ่งมือ
หลักในการศกึษาทฤษฎกีรปุ โดยใชวธิกีารทางพีชคณติเชงิเสน

ผลลัพธทีส่ำคัญอยางยิง่จากศาสตรนี้ ตอทฤษฎีกรปุคอื ทฤษฎบีทพีควิของเบิรนไซด (Burnside's pq-
Theorem) ซึง่กลาววา กรปุทีไ่มใช อาบิเลยีนกรปุและมีจำนวนสมาชกิเทากับ paqb จะไมเปนกรปุเชงิเดยีว
(Simple group) (กรปุทีไ่มมีกรปุยอยปรกตแิท (Proper normal subgroup)) เมือ่ p, q เปนจำนวนเฉพาะ หรอื
อาจกลาวอกีนัยหนึง่ไดวา ทกุๆ กรปุทีมี่จำนวนสมาชกิเทากับ paqb เปนโซลเอเบิลกรปุ (Solvable group)
ซึง่การพิสจูนทฤษฎีดังกลาวนี้ จะใชทฤษฏีตัวแทนเปนเครือ่งมือหลัก และตองใชเวลาหลังจากน้ันหลาย
ทศวรรษจงึไดมีการคนพบการพิสจูนทฤษฎบีทดังกลาวโดยใชเพียงทฤษฏกีรปุ นอกจากนี้ ทฤษฏตัีวแทนยัง
มีบทบาททีส่ำคัญในการจำแนกประเภทของกรปุเชงิเดยีวประเภทจำกัดอกีดวย

อยางไรก็ตาม ทฤษฏีตัวแทนไมไดมีบทบาทตอทฤษฎีกรปุเพียงเทาน้ัน แตยังเปนปจจัยหลักตอการนำ
ไปประยุกต ใชในสาขาของคณติศาสตร สถติิ เคมี และฟสกิส ท้ังแนวบรสิทุธิ์และแนวประยุกต นอกเหนอื
จากการศกึษาทฤษฏีตัวแทนของกรปุจำกัดยังมีการศกึษาทฤษฎีตัวแทนของกรปุอนันต การศกึษาตัวแทน
บนปรภิมิูเวกเตอรเหนอืสนามตางๆ ไมจำกัดเฉพาะสนามของจำนวนเชงิซอน หรอืกระทัง่ขยายไปสูตัวแทน
บนมอดลู หรอื พีชคณติประเภทอืน่ๆ ซึง่ไดกอใหเกดิบทประยุกตทีส่ำคัญในหลากหลายวชิาเช น โทโพโล
ยีเชงิพีชคณติ (Algebraic Topology) เรขาคณติเชงิพีชคณติ (Algebraic Geometry) ทฤษฎีจำนวนวเิคราะห
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คำนำ
ทฤษฎตัีวแทน (Representation Theory) เปนศาสตรสาขาหนึง่ของคณติศาสตร ทีมี่จดุกำเนดิในยุค

ปลายของศตวรรษที่ 18 โดยมีผูนำหลักในสาขาวชิานี้คอื โฟรเบนอิสุ (G. Frobenius) ชรู (I. Schur) และ เบิรน
ไซด (W. Burnside) วัตถปุระสงคหลักของการพัฒนาทฤษฎีตัวแทนในชวงเริม่ตน คอื เพือ่ใชเปนเครือ่งมือ
หลักในการศกึษาทฤษฎกีรปุ โดยใชวธิกีารทางพีชคณติเชงิเสน

ผลลัพธทีส่ำคัญอยางยิง่จากศาสตรนี้ ตอทฤษฎีกรปุคอื ทฤษฎบีทพีควิของเบิรนไซด (Burnside's pq-
Theorem) ซึง่กลาววา กรปุทีไ่มใช อาบิเลยีนกรปุและมีจำนวนสมาชกิเทากับ paqb จะไมเปนกรปุเชงิเดยีว
(Simple group) (กรปุทีไ่มมีกรปุยอยปรกตแิท (Proper normal subgroup)) เมือ่ p, q เปนจำนวนเฉพาะ หรอื
อาจกลาวอกีนัยหนึง่ไดวา ทกุๆ กรปุทีมี่จำนวนสมาชกิเทากับ paqb เปนโซลเอเบิลกรปุ (Solvable group)
ซึง่การพิสจูนทฤษฎีดังกลาวนี้ จะใชทฤษฏีตัวแทนเปนเครือ่งมือหลัก และตองใชเวลาหลังจากน้ันหลาย
ทศวรรษจงึไดมีการคนพบการพิสจูนทฤษฎบีทดังกลาวโดยใชเพียงทฤษฏกีรปุ นอกจากนี้ ทฤษฏตัีวแทนยัง
มีบทบาททีส่ำคัญในการจำแนกประเภทของกรปุเชงิเดยีวประเภทจำกัดอกีดวย

อยางไรก็ตาม ทฤษฏีตัวแทนไมไดมีบทบาทตอทฤษฎีกรปุเพียงเทาน้ัน แตยังเปนปจจัยหลักตอการนำ
ไปประยุกต ใชในสาขาของคณติศาสตร สถติิ เคมี และฟสกิส ท้ังแนวบรสิทุธิ์และแนวประยุกต นอกเหนอื
จากการศกึษาทฤษฏีตัวแทนของกรปุจำกัดยังมีการศกึษาทฤษฎีตัวแทนของกรปุอนันต การศกึษาตัวแทน
บนปรภิมิูเวกเตอรเหนอืสนามตางๆ ไมจำกัดเฉพาะสนามของจำนวนเชงิซอน หรอืกระทัง่ขยายไปสูตัวแทน
บนมอดลู หรอื พีชคณติประเภทอืน่ๆ ซึง่ไดกอใหเกดิบทประยุกตทีส่ำคัญในหลากหลายวชิาเช น โทโพโล
ยีเชงิพีชคณติ (Algebraic Topology) เรขาคณติเชงิพีชคณติ (Algebraic Geometry) ทฤษฎีจำนวนวเิคราะห
(Analytic Number Theory) คอมบินาทอรกิ (Combinatoric) เปนตน

โดยทัว่ไปในปจจบัุนนี้ นยิมใชทฤษฎีมอดลู (Module Theory) และทฤษฎีเวดเดอรเบิรนสำหรับพีชคณติ
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ทฤษฎกีรปุ และพีชคณติเชงิเสน โดยใชความรูจากหนังสอื [9] และ [8] ในบรรณานกุรม เปนแนวทางหลัก

ในการเขียนตำราเลมนี้ ผู เขียนไดใชศัพท บัญญัติของราชบัณฑติยสถานมากทีส่ดุเทาทีเ่ปนไปได และ
ความรูทีน่ำมาจากแหลงอางองิในบรรณานกุรมน้ัน ถอืไดวาเปนความรูทีเ่ปนมาตรฐานในทางทฤษฎตัีวแทน
ดังน้ัน ผูเขียนจะไมไดอางองิแบบเชงิอรรถไว แตจะอางองิไวทีบ่รรณานกุรม

สำหรับการนำเสนอ ผูเขียนไดแบงเนื้อหาไวท้ังหมด 7 บท โดยทีบ่ทแรกเปนความรูพ้ืนฐานทีจ่ำเปนตอง
ใชในตำราเลมนี้ บทที่ 2 และบทที่ 3 เปนการอธบิายนยิามและสมบัติทัว่ไปสำหรับทฤษฎีตัวแทนของกรปุ

iv

จำกัดรวมถงึทฤษฎีคาแรกเตอร โดยเฉพาะตัวแทนทีล่ดทอนไมได และความสัมพันธเชงิต้ังฉากของคาแรก
เตอร บทที่ 4 เปนความสัมพันธระหวางกรปุแอคชันกับตัวแทนทีสั่มพัทธกับการแอคชัน ในบทที่ 5 เปนการ
อธบิายการสรางตัวแทนข้ึนจากตัวแทนของกรปุยอยทีเ่รยีกวาตัวแทนเหนีย่วนำ รวมถงึเกณฑการลดทอน
ไมไดของตัวแทนเหนีย่วนำ บทที่ 6 เปนการอธบิายถงึตัวแทนของกรปุสมมาตร และในบทสดุทายเปนการ
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ไซด และเพือ่ใหเขาใจเนื้อหาในแตละบทไดดีมากข้ึน ผูเขียนไดเพิม่แบบฝกหัดสำหรับผูอานไวตอนทายของ
แตละบทดวย

ผูเขียนขอนอมรำลกึถงึพระคณุครบูาอาจารย ในทกุระดับช้ันทีไ่ดประสทิธิ์ประสาทวชิาความรู ทำใหผู
เขียนมีแนวทางในการประกอบอาชพี สอน วจัิย รวมถงึการเขียนตำราเลมนี้ ขอผิดพลาดประการใดอัน
เนือ่งจากเอกสารนี้ ผูเขียนขอนอมรับเพือ่นำมาพิจารณาปรับปรงุในโอกาสตอไป
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บทที่ 1

ความรูพื้ นฐานทางทฤษฎกีรปุและพชีคณติเชงิ
เสน

ในบทนี้ จะเปนการรวบรวมความรูพ้ืนฐานทางทฤษฎีกรปุและพีชคณติเชงิเสนทีจ่ะนำไปใชตลอดท้ังเอกสาร
นี้ สำหรับการพิสจูนทีเ่ปนทีรู่จักและเปนมาตรฐานอยูแลว จะถกูละไว ซึง่ผูอานสามารถศกึษาการพิสจูน
ดังกลาวไดจากหนังสอืพีชคณติและหนังสอืพีชคณติเชงิเสนทัว่ไป สำหรับปรภิมิูเวกเตอร (Vector space) ถา
มิไดกลาวไวอยางอืน่ ใหหมายถงึ ปรภิมิูเวกเตอรมิตจิำกัดเหนอืสนามจำนวนเชงิซอน C

1.1 บทนยิาม ตัวอยาง และสมบัตพิื้ นฐานทางทฤษฎกีรปุ
กรปุ (Group) G คอืเซต G ทีมี่การดำเนนิการทวภิาค (Binary operation) · : G × G −→ G (เขียนแทน
·(g, h) ดวย g · h) ซึง่มีสมบัติ เปลีย่นกลุม (Associative) เอกลักษณ (Identity) และมีอนิเวอรส (Inverse)
นัน่คอื

• g · (h · k) = (g · h) · k สำหรับแตละ g, h, k ∈ G

• มี e ∈ G ทีซ่ ึง่ e · g = g = g · e สำหรับทกุๆ g ∈ G

• สำหรับแตละ g ∈ G จะมี g−1 ∈ G ทีซ่ ึง่ g−1 · g = e = g · g−1

กรณกีรปุ G มีสมบัติสลับที่ (Commutative) กลาวคอื g · h = h · g สำหรับทกุๆ g, h ∈ G จะเรยีกกรปุ
G วาเปน อาบีเลียนกรปุ (Abelian group) นอกจากนี้ นยิมเขียนแทน g · h ดวย gh สำหรับกรปุใดๆ และ
สำหรับอาบีเลยีนกรปุใดๆ นยิมเขียนแทน g ·h, e และ g−1 ดวย g+h, 0 และ −g ตามลำดับ มากกวาน้ัน
จะเรยีก จำนวนเชงิการนับ (Cardinality) ของเซต G ซึง่เขียนแทนดวย |G| วาเปน อันดับ (Order) ของกรปุ
G ซึง่ถา |G| เปนจำนวนจำกัด จะเรยีกกรปุ G วาเปน กรปุจำกัด (Finite group)

1
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สำหรับอาบีเลยีนกรปุใดๆ นยิมเขียนแทน g ·h, e และ g−1 ดวย g+h, 0 และ −g ตามลำดับ มากกวาน้ัน
จะเรยีก จำนวนเชงิการนับ (Cardinality) ของเซต G ซึง่เขียนแทนดวย |G| วาเปน อันดับ (Order) ของกรปุ
G ซึง่ถา |G| เปนจำนวนจำกัด จะเรยีกกรปุ G วาเปน กรปุจำกัด (Finite group)
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